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SchlieBen iiber Zeit cormne

@ Darstellung und Inferenzen fiir zeitliche Zusammenhange

@ Es gibt verschiedene Zeit-Logiken:
z.B. Modallogiken: eher Logik-Aspekte.
Temporallogiken.
Diese sprechen iiber Ereignisse in der Zukunft /
Vergangenheit und haben Existenzquantoren.
Temporallogiken erlauben teilweise exakte Zeitdauern.

Wir betrachten beispielhaft als einfache Variante die

Allensche Intervall-Logik
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zubereiten
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Zeitliche Zusammenhinge g

i Belag| Sahne|
besorgen| schlagen|

kiihlt aus

lentnehmen)

@ Aktionen entsprechen (nicht-leeren) Zeitintervallen

@ Ausdriickbar:
Aussagenlogische Formeln kombiniert
mit Aussagen zur relativen Lage der Intervalle
sonst nichts!: keine Zeit-Dauern

@ Wie kann man dieses Wissen reprasentieren?

@ Und wie daraus Schliisse ziehen?
Welche Inormationen kann man berechnen / erhalten?
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Beispiele coerne £

UNIVERSITAT
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Welche Schliisse lassen sich daraus ziehen? g

o Neue Beziehungen zwischen Aktionen
Darf der Belag vor dem Teig in die Form?

@ Modell: Anordnung der Intervalle, die alle Beziehungen erfiillt

Wie gelingt der Kuchen?

@ Konsistenz: Gibt es ein Modell?

Kann man den Kuchen iiberhaupt backen?
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Welche Schliisse lassen sich daraus ziehen? g

o Neue Beziehungen zwischen Aktionen
Darf der Belag vor dem Teig in die Form?
@ Modell: Anordnung der Intervalle, die alle Beziehungen erfiillt
Wie gelingt der Kuchen?

@ Konsistenz: Gibt es ein Modell?

Kann man den Kuchen iiberhaupt backen?

Zutaten bes.
— 3

Teig zub.
(oo beee———y
Teig ruht

Belag zub.
(...._)....). ........ )

Sahne schl.

...................
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Allensche Intervalllogik g

James F. Allen:
Maintaining knowledge about temporal intervals
Communications ACM, 1983

Darstellung:

@ Benutzung von Zeitintervallen
@ ohne Absolutwerte (weder von wann bis wann noch wie lang)

@ sondern: nur die relative Lage (vor, nach ...) von
Zeit-Intervallen

o Keine Spezifikation von explizit parallelen Aktionen;
@ unvollsténdig spezifizierte relativen Lagen sind erlaubt

Keine Benutzung von Zeitpunkten,

M. Schmidt-SchauB - KI - SoSe 2025 - Allens Zeitlogik



N
Formeln und Basisrelationen cormne

Allensche Formeln:
F .= (A rel B) ‘ -F | iV Fy ’ Fi N Fy

wobei
@ A, B sind Intervallnamen

@ rel ist eine der Allenschen Basisrelationen

M. Schmidt-SchauB - KI - SoSe 2025 - Allens Zeitlogik



N
Formeln und Basisrelationen cormne

Allensche Formeln:
F .= (A rel B) ‘ -F | iV Fy ’ Fi N Fy

wobei
@ A, B sind Intervallnamen

@ rel ist eine der Allenschen Basisrelationen

Basisrelationen: Gegeben zwei nichtleere reellwertige Intervalle:

@ Wie kénnen A und B zueinander liegen?

o Wieviele Moglichkeiten gibt es?
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R EEEE———SSS
Allensche Basisrelationen (Notation wie im Original) giud

Fir [A,, Ac] und [Bg, Be] und A, < B..
Andere Fille mit A, > B.: A, B tauschen.

Bedingung Abkiirzung | Bezeichnung
A, < B, =< A before B
A, = B, m A meets B
A, < B, <A< B.|o A overlaps B
A, =B, <A, < B.|s A starts B
B, <A, <A.=B. | f A finishes B
B, <A, <A. < B.|d A during B
B,=A4,,A. = B, = A equal B

@ und inverse Relationen (ohne =)
(invers: rechts-links vertauscht bzw. Zeitumkehr)
@ Inverse: 7 ist inverse Relation zu r

@ Ausnahmen: > invers zu < und = = =

Vorsicht leere Intervalle bzw exakte Zeitpunkte gibt es nicht.
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Allensche Basisrelationen, Teil 1

A
A< B A before B
A B
AmB A meets B
A
—
Ao B A overlaps B
;»
AsB Astarts B B
%
Af B A finishes B B
%
AdB Aduring B B
A
—_—
A=B Aequal B B
—_—
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Alle Allensche Basisrelationen

A<B A B A-B B
A B B A
AmB AmB
A
— —
Ao B B Ao B B
A A
—> —
AsB B ASB B
A A
— o —
AfB B AfB B
A A
AdB B AdB B
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Allensche Basisrelationen soerue B

UNIVERSITAT

Allensche Basisrelationen
Die 13 Allenschen Basis-Relationen sind:

R:={=,<,mo0,s,d4,f,>,m0,8,d,f}.

Fakt

Die Allenschen Basis-Relationen sind paarweise disjunkt, d.h.

Ari BANArgs B = r; =ro.

Schreibweise zu Disjunktionen zu A, B
A{ri,...,mp}B:=(Ar1 B)V(Ary B)...V(Ar, B)

A{ri, ..., }B nennt man atomares Allen-Constraint.
Dh. 2'3 = 8192 verschiedene atomare Allen-Constraints zu A, B.
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Beispiel als Constraintnetzwerk g

Belag]
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Allensche Formeln cormne

Sind aussagenlogische Kombinationen der Basisrelation iiber

Intervallnamen.
D.h. Formeln gebildet mittels:

o Atomen (A R B); R eine der 13 Basisrelationen in R.
e Verkniipfungen: A, V, .
@ Driicken Bedingungen aus, wie die Aktionen relativ zueinander
ablaufen miissen.

Das ist i.a auch mehrdeutig . ..

Deswegen braucht man Schlussweisen und Analysen der Logik

Ergebnisse:
o Mogliche tatsichliche Lagen der Aktionen
e oder Widerspriichlickeit: D.h. Anforderungen sind nicht
erfiillbar.
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EEEE————————————SSSS
Allensche Formeln: Semantik g

Interpretation I:
bildet Intervallnamen auf nichtleere Intervalle [a, b] ab,
wobei a,b € R und a < b.

Interpretation von atomaren Aussagen A r B:

Sei I(A) = [A4, Ae] und I(B) = [By, Be].
e I[(A < B)=1, gdw. A, < B,

@ [(AmB)=1, gdw. A, = B,

@ [(AoB)=1,gdw. A, < B, By < Ac und A, < B,
e [(AsB)=1,gdw. A, = B, und A, < B,

e [(Af B)=1, gdw. A, > B, und A, = B,

e [(AdB)=1,gdw. A, > B, und A, < B,

e [(A=B) =1, gdw. A, = B, und A, = B,

e [(ArgB)=1,gdw. I[(Brg A) =1

e /(A > B)=1,gdw. I(B < A)=1
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Allensche Formeln: Semantik-Varianten g

Interpretation I:
Fiir die Intervall-Grenzen reicht als Semantik auch:
Q oder Z oder N . (sind alle gleichwertig)

R geht auch, ...

Aber:
Lasst man Intervalle der Lange 0 zu,
ergeben sich durch Sonderfille weniger gute Transitivitatsregeln.
D.h. die Allen-Matrix (s.u.) wiirde sich &ndern:
Z.B. gilt dann nicht mehr:
AmBABnC = A<C
Denn A, B, C koénnten Linge 0 haben.

ALSO: Intervalle haben Linge > 0.
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Allensche Formeln: Semantik (2) g

Interpretation von Allenschen Formeln:

I(FAG) =1 gdw.
I(FVG)=1 gdw.
I(-F)=1 gdw.

I(F < G)=1 gdw.
I(F=G)=1 gdw.

I(F)=1und I(G) =
I(F) = 1oderI(G)—1.
I(F) =0

I(F) = I(G)

I(F)=0oder I(G) =

D.h.: wie iiblich in der Aussagenlogik
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N
Modelle und Erfiillbarkeit g

Interpretation I ist ein Modell fiir F' gdw. I(F) = 1 gilt.

Eine Allensche Formel F' ist:
e widerspriichlich (inkonsistent), wenn es kein Modell fiir F' gibt.
o allgemeingiiltig, wenn jede Interpretation ein Modell fiir F' ist.

o erfiillbar, wenn es mindestens ein Modell fiir F' gibt.

Zwei Formeln F' und G sind dquivalent gdw. VI : I(F') = I(G)

Semantische Folgerung: G |= F gdw. VI : I(G) =1=I(F) =1
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Disjunktionen von atomaren Formeln g

@ Zur Erinnerung: (A Set B) mit Set C R nennen wir
atomares Allen-Constraint

Z.B.: Statt A< BV As BV A £ B schreiben wir
A{<,s,f} B

Beachte: Es gibt 2!3 solche Mengen S.

Auch erlaubt: A () B, Semantik: I(A ) B) = 0.

A R B bedeutet: alles ist moglich, I(A R B) = 1.
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Vereinfachungsregeln fiir Allensche Formeln g

@ Ein atomare Aussage der Form A r A kann man immer
vereinfachen zu 0, 1:

e Ar A — 0, wenn r # = und
e A=A — 1.

@ Negationszeichen kann man nach innen schieben.
e Eine Formel =(A R B) kann man zu A (R \ R) B umformen.

@ Unterformeln der Form A Ry B A A Ry B kann man durch
A (R1 N Ry) B ersetzen.

@ Unterformeln der Form A Ry BV A Ry B kann man durch
A (R1 U Ry) B ersetzen.

@ atomare Formeln der Form A () B kann man durch 0 ersetzen.
@ atomare Formeln der Form A RB kann man durch 1 ersetzen.

@ Alle aussagenlogischen Umformungen sind erlaubt.
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Vereinfachungen (2) coerne @

UNIVERSITAT

Theorem

Jede Vereinfachungsregel fiir Allensche Formeln erhilt die
Aquivalenz, d.h. wenn F' — F’, dann sind F' und F’ aquivalente
Formeln.

Beweis: Verwende die Semantik
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Allensche Constraints cormne

Mit den Vereinfachungen kann jede Allensche Formel umgeformt
werden in ein

Disjunktives Allen-Constraint

© (konjunktives) Allen-Constraint:
Eine Konjunktion von atomaren Allen-Constraints:
A1 S1 Bin...NA, S, B,
@ Disjunktives Allen-Constraint:
Disjunktion von (konjunktiven) Allen-Constraints

Weniger geht nicht: Z.B. nicht vereinfachbar: A < BV C <D
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Allensche Formeln: Anmerkungen zur Vereinfachung i

Gelernt in der Aussagenlogik:

@ Sei F' aussagenlogische Formel mit Allen-Basis-Formeln als
atomare Aussagen.

@ Dann ist die Umformung in ein konjunktives Allen Constraint

e worst case exponentiell. Aber Resultat dquivalent.
o Polynomiell mit Tseitin-Transformation (schnelle
CNF-Erzeugung);
aber nur unter Erhaltung der Widerspriichlichkeit;
(Aquivalenz bleibt nicht erhalten.)
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Allenscher Kalkiil cormne

@ Eingabe: Allen-Constraint

@ Ausgabe: Weitere Beziehungen die daraus folgen, bzw. 0
(Widerspruch).

@ Wir beschranken uns auf: Konjunktive Allen-Constraints

@ Bei disjunktiven Allen-Constraints:
bearbeite die konjunktiven Allen-Constraints unabhingig und
flige dann zusammen.
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Allenscher Kalkiil (2) g

Wesentliche Regel: ,, Transitivitatsregel*

@ Aus A < BA B < C kann man A < C folgern.

@ Aus A < BAC < B kann man nichts Neues iiber die
Beziehung zwischen A und C folgern (alles ist moglich)
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Allenscher Kalkiil (3) cormne

Wie folgert man genau?

o Basisrelationen r1,79: Ar1 BAB 1y C.
Man braucht die Komposition (1 o r2), als kleinste Menge
mit: Ary BABry C = A(rp o r9)C.
Beachte:(r; o r2) ist nicht unbedingt eine Basisrelation

@ Ri,RyCR: ARy BAB Ry C.
Komposition der Mengen: Sei R; o Ry gerade die (kleinste)
Menge mit: AR1B A BR2C = A(R; o Ry)C.
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Kompositionsmatrix S

< - d d o o m m s s f f
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Kompositionsmatrix sorme )

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R
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Kompositionsmatrix sorme )

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R

C

v
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Kompositionsmatrix sorme )

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R

C
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N
Kompositionsmatrix g

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R

C
< ......... <

v

Moglichkeiten: A {<,0,m,s,d} C.
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N
Kompositionsmatrix g

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R

C
< ............... < ......... <

v

Moglichkeiten: A {<,0,m,s,d} C.
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Kompositionsmatrix g

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R

C
< ............... < ............... < ......... <

v

Moglichkeiten: A {<,0,m,s,d} C.
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Kompositionsmatrix g

Die Eintrage kann man per Hand ausrechnen.

Oder einmalige automatische Berechnung.
Beispiel: < o d

Betrachte alle moglichen Lagen fir A< BABdC

A . ) B

4
R
4
R

C
< ............... < ............... < ............... < ......... <

v

Moglichkeiten: A {<,0,m,s,d} C.
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N
Komposition der Mengen g

Beispiel: Aus A {m,d} B A B {f,d} C kann man schlieBen

A mofUmodUdofUdod) C
= A{d,s,o}U{d,s,o}U{d}u{d} C
= A{d,s,o} C

Allgemein gilt:

Lemma

Seien r1,...,7%, 7, .., 7}, Allensche Basisrelationen. Dann gilt

{rl,...,rk}o{rll,...,rz}=U{7'ior;- li=1,....kj=1,...,k'}
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Inverse fiir Mengen

GOETHE, Sg
T

UNI

Inversion fiir Mengen von Basisrelationen
Sei S ={ry,...,m,} CR und S ={r,...,7%}.

Beachte. Es gilt: F=r

Damit gilt:

Lemma

Fiir S C R gilt: A S B und B S A sind dquivalente Allensche
Formeln.
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Allenscher Abschluss fiir Konjunktive Allen-Constraintgi2

Eingabe: Konjunktives Allen-Constraint
Ausgabe: Allenscher Abschluss
Verfahren: Berechne Fixpunkt beziiglich der Regeln (auf Subformeln):

o Vereinfachungen: (— bedeutet , ersetze")
R ist Relation (Menge bzw Disjunktion von einfachen Relationen)
ARy B/\ARQB%A(RlﬂRQ)B
A () B — False
AR B—1
ARA—O0, wenn =¢ R.
ARA—1, wenn =€ R.

e Folgerungen: (~~ bedeutet ,fiige hinzu")

e ARB~ B R A wobei R:={r,...,7} fir R={r1,..., 7}
4] AR1 B/\BR2 CWA(RloRQ) C.

@ und iibliche aussagenlogische Umformungen
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N
Allenscher Abschluss fiir alle Allen-Constraints g

@ Fiir konjunktive Allensche Constraints: Wende die Regeln des
Allenschen Kalkiils solange an, bis sich keine neuen
Beziehungen mehr herleiten lassen (Fixpunkt)

e Disjunktive Constraints (Disjunktion von konjunktiven
Allensche Constraints):
Wende Fixpunktiteration auf jede Komponente an, und
vereinfache anschlieBend
o Komponente = 1: Disjunktiver Constraint ist dquivalent zu 1
o Komponente = 0: Kann gestrichen werden
o Alle Komponenten = 0: Disjunktiver Constraint
widerspriichlich (Inkonsistenz)
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-
Beispiel (ein konjunktiver Constraint) g

ISahnel s,d R Belag] Teig ruhen|
gen " Mzubereiten| lassen|
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Beispiel (ein konjunktiver Constraint)
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Beispiel (2) B!

s,d

WV

Belag
zubereiten)
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Beispiel (2)

Beispiel-Addition schlagt fehl, da der Schnitt an der roten Kante
mit dem gleich beschrifteten aber inversen Pfeil
eine leere Kantenbeschriftung erzeugen wiirde.

M. Schmidt-SchauB - KI - SoSe 2025 - Allens Zeitlogik



-
Korrektheit, Vollstandigkeit cormne

Wir sagen, der Allen-Kalkiil ist

o korrekt, wenn bei F' — F” stets gilt: F' und F’ sind
dquivalente Formeln

o herleitungs-vollstandig, wenn er fiir jedes konjunktive
Constraint alle semantisch folgerbaren Einzel-Relationen
herleiten kann.

o widerspruchs-vollstandig, wenn er fiir jedes unerfiillbare
konjunktive Constraint herausfinden kann, dass es
widerspriichlich ist (Herleitung der 0)
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N
Evaluation ONIVERSTAT

PDF zur Evaluation
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S E——————
Fragestellungen corrie @

o Wie aufwiandig ist die Berechnung des Abschlusses der
Allenschen Relationen?

Ist der Allen-Kalkil korrekt?

Ist die Berechnung herleitungs- bzw- widerspruchs-vollstandig?

Was ist die Komplexitat der Logik und der
Herleitungsbeziehung, evtl. fiir eingeschrankte
Eingabeformeln?

@ Wie kann man den Allenschen Kalkiil fiir aussagenlogische
Kombinationen von Intervallformeln verwenden?
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S E——————
Fragestellungen corrie @

o Wie aufwiandig ist die Berechnung des Abschlusses der
Allenschen Relationen?

Ist der Allen-Kalkil korrekt?

Ist die Berechnung herleitungs- bzw- widerspruchs-vollstandig?

Was ist die Komplexitat der Logik und der
Herleitungsbeziehung, evtl. fiir eingeschrankte
Eingabeformeln?

@ Wie kann man den Allenschen Kalkiil fiir aussagenlogische
Kombinationen von Intervallformeln verwenden?

@ Was kann man iiber andere Zeitkalkiile sagen?
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Implementierung der Allen-Vervollstandigung g

Wesentliche Regel: Transitivitatsregel
AR, BANBRyC— ARi0oRyC.

Konjunktive Allen-Constraints haben die Form
(schon zusammengefasst)

N\ AiRij A

i?je{]’?"'?n}

Nicht vorhandene Relationen werden auf R gesetzt.
Abschluss kann mit einer n x n-Tabelle gemacht werden
Sobald @ irgendwo auftaucht, kann man abbrechen
Ahnlich zum Warshall-Algorithmus (fiir transitive Hiille)

Bei disjunktiven Allen-Constraints: bearbeite die
Allen-Constraints separat und fasse dann zusammen.
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N
Beispiel fiir das Eingabearray g

Zutaten {<,m} TeigZub

A
TeigRuht {m} TeigZub
A
Sahne {s,d} BelagZub
A
BelagZub {=,s, §,d, £, 0} TeigRuht
[ Riy [(1) Zutaten[(2) TeigZub| (3) TeigRuht [(4) Sahne| (5) Belagzub |
(1) Zutaten {=} {<,m} R R R
(2) TeigZub {>,m} {=} {m} R R
(3) TeigRuht R {m} {=} R {=,4,1,s,8,0}
(4) Sahne R R R {=} {4, s}
(5) Belagzub R R {=,s,8,4,£,8} {d,8} {=}
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e
Beispiel fiir die Vervollstandigung

UNIVERSITAT

Zutaten {<,m} TeigZub
A
TeigRuht {m} TeigZub
A
Sahne {s,d} BelagZub
A
Belagzub {=,s,s,d,f, 0} TeigRuht

Vervollstandigung:

‘ R;; HZutaten‘Teigzub‘ TeigRuht ‘ Sahne ‘ Belagzub ‘
(1) Zutaten | {=} |{=<,m} =< =< =<
(2) TeigZub || {~,m} | {=} {m} {>~,m} {>-,m}
(3) TeigRuht|| > {m} {=} -,=,4,1,8,mo0,s}|{=,d,1,8,0,s}
(4) Sahne - {=,n} |{=,~,1,08,84d,£,s} {=} {d,s}
(5) BelagZub| > {1} =,6,8,4d,f,s} {4, 8} {=}
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-
Die Vervollstandigung als Graphik: cormne

Sahnel s,d Belag]
gen " Mzubereiten|
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Die Vervollstandigung als Graphik: g
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Algorithmus 1

7
Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 1

Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintrdgen R, ; C R
Algorithmus:
repeat
change := False;
for i :=1 ton do
for j:=1ton do
for k:=1tondo
R = Ri,j N (Ri,k o Rk,j);
if Ri,j 7& R’ then
Riyj = R,;
change := True;
endif
endfor
endfor
endfor
until change=False
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Algorithmus 1

7
Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 1

Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintrdgen R, ; C R
Algorithmus:
repeat
change := False;
for i :=1 ton do
for j:=1ton do
for k:=1tondo 5 ;

R = Ri,j N (Ri,k o Rk,j);

if Ri,j 7& R’ then
Riyj = R,;
change := True;

endif

endfor
endfor
endfor
until change=False
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-
Erlauterung g

R = Rm’ N (Ri,k o Rk‘,j)

entspricht gerade

A; Ri,k Ap N A R]@j Aj AN A; Ri,j Aj
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EEEE————————————SSSS
Erlauterung G

R = R; ;N (Ri,k o Rk‘,j)

entspricht gerade

A; Ri,k Ap N A R]@j Aj AN A; Ri,j Aj
— A, Ri,k Ap N Ag Rk,j Aj N A; R“g o Rk,j Aj N A; Ri,j Aj
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EEEE————————————SSSS
Erlauterung G

R = R; ;N (Ri,k o Rk‘,j)

entspricht gerade

A; Ri,k A N A RkJ Aj AN A; Ri,j Aj
— A, Ri,k Ap N Ag Rk,j Aj N A; R“g o Rk,j Aj N A; Ri,j Aj
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EEEE————————————SSSS
Erlauterung G

R = Rm’ N (Ri,k o Rk‘,j)
entspricht gerade
A; R A N A Ry ; Aj N A; R;; Aj

— A, Ri,k Ap N Ag Rk,j Aj N A; R“g o Rk,j Aj N A; Ri,j Aj
— A R@k Ak A Ak de‘ Aj N A; (R@k o de') N Ri,j Aj
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-
Eigenschaften Algorithmus 1 g

o Ahnlich zu Warshall-Algorithmus, aber iteriert (notwendig!)
@ solange bis Fixpunkt erreicht ist
o Korrekt: Offensichtlich
Laufzeit: Im worst-case O(n°)
Begriindung;:
@ 3 geschachtelte for-Schleifen: O(n?)

@ repeat-Schleife: Im schlechtesten Fall wird nur ein R; ; um
eins verkleinert

pro R; ; maximal 13 Verkleinerungen

Es gibt n? Mengen R, ;

Daher: repeat-Schleife wird maximal O(n?) mal durchlaufen
ergibt: O(n°)
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Algorithmus 2

Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 2
Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintrdgen R; ; C R

Algorithmus:
queue := {(3,k,j) [1<i<n,1<k<n,1<j<nk

while queue # () do
Woihle und entferne Tripel (i, k, j) aus queue;
R :=R;; N (Riko Rkj);
if R, ; # R’ then
R;; = R;
queue := queue ++ {(i,7,m) | 1 <m < n} ++ {(m,4,7) | 1 <m < n}
endif

endwhile
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Algorithmus 2

Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 2
Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintrdgen R; ; C R

Algorithmus:
queue := {(3,k,j) [1<i<n,1<k<n,1<j<nk

while queue # () do
Woihle und entferne Tripel (i, k, j) aus queue;

R; Ry
R = Ri,j n (R%k o de); i k >@ kg S ]
if Riyj 7é R’ then R
%5

Ri,j = R;

queue := queue ++ {(i,7,m) | 1 <m < n} ++ {(m,4,7) | 1 <m < n}
endif

endwhile
L J
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-
Algorithmus 2 B!

Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 2
Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintrdgen R; ; C R

Algorithmus:
queue := {(3,k,j) [1<i<n,1<k<n,1<j<nk

while queue # () do
Woihle und entferne Tripel (i, k, j) aus queue;

Rl oy Rz,] n (R@,Ig ® de)’ ; Rz k >@ Rk:,] N j
if Riyj 7& R’ then R,
Yo

Ri,j = R;

queue := queue ++ {(i,5,m) | 1 <m < n} ++ {(m,i,5) |1 <m <n}
endif RI_] Rj,m Rm ) i,J

endwhile C=O0—=@® @< _.7>.. @
Ri,'m R'm,i
L J
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_____________________________________________________
Eigenschaften Algorithmus 2 cormne

Korrektheit: Bei Anderung von R; ; werden alle Nachbarn, die
evtl. neu berechnet werden miissen, in eine queue eingefiigt
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_____________________________________________________
Eigenschaften Algorithmus 2 cormne

Korrektheit: Bei Anderung von R; ; werden alle Nachbarn, die
evtl. neu berechnet werden miissen, in eine queue eingefiigt

Laufzeit:
e Am Anfang: queue enthilt n? Tripel
@ while-Schleife entfernt pro Durchlauf ein Element aus queue
o Einfiigen in queue in der Summe:
o R;; kann hochstens 13 mal verdndert werden.

o D.h. héchstens n? * 13 mal wird eingefiigt
o Einmal einfiigen: 2 x n Tripel werden hinzugefiigt

Insgesamt: Es werden hochstens 13 * 2 * n x n? Tripel zu
queue hinzugefiigt

e Ergibt O(n?) Durchliufe der while-Schleife
(von denen maximal O(n?) Durchliufe O(n) Laufzeit verbrauchen und die

restlichen O(n) in konstanter Laufzeit laufen)

M. Schmidt-SchauB - KI - SoSe 2025 - Allens Zeitlogik



_____________________________________________________
Eigenschaften Algorithmus 2 cormne

Korrektheit: Bei Anderung von R; ; werden alle Nachbarn, die
evtl. neu berechnet werden miissen, in eine queue eingefiigt

Laufzeit:
e Am Anfang: queue enthilt n? Tripel
@ while-Schleife entfernt pro Durchlauf ein Element aus queue
o Einfiigen in queue in der Summe:
o R;; kann hochstens 13 mal verdndert werden.

o D.h. héchstens n? * 13 mal wird eingefiigt
o Einmal einfiigen: 2 x n Tripel werden hinzugefiigt

Insgesamt: Es werden hochstens 13 * 2 * n x n? Tripel zu
queue hinzugefiigt

e Ergibt O(n?) Durchliufe der while-Schleife
(von denen maximal O(n?) Durchliufe O(n) Laufzeit verbrauchen und die

restlichen O(n) in konstanter Laufzeit laufen)

Algorithmus 2 hat worst-case-Laufzeit O(n?) ]
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Allenscher Kalkiil: Korrektheit g

e 2l

Korrektheit

Der Allensche Kalkiil ist korrekt, d.h. wenn F — F’, dann sind F'
und F’ dquivalente Formeln

Beweis (Skizze): Verwende die Semantik

- Aussagenlogische Umformungen: klar
- A Ry BANA Ry B ist dquivalent zu A (R1 N Ry) B:
Sei Ry = {7"1,...,7%}, Ry = {7‘/1,... 7T;€’}'

AR BNARy B
(VAr;B) A (VA7) B)
V{(Ar: ByA(A Ty B) |
V{(Ar B)A (A B)|
A(RiNRy) B

-AQ)B~0und AR B ~ 1 (klar)

< i < k'} (ausmultiplizieren)
<4’ <K' ,r; =rl} (Basisrelationen disjunkt)

’

— =

El
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-
Allenscher Kalkiil: Korrektheit (2) o

Beweis (Fortsetzung)
- A R A ist dquivalent zu 0, wenn =¢ R und
A R A ist dquivalent zu 1, wenn =€ R:
Jede Interpretation bildet I(A) eindeutig auf ein Intervall ab.

-Transitivitatsregel:
Basisrelationen: Man muss die Korrektheit der Matrix priifen.
Fiir mehrelementige Mengen:
A{ri,...,rx} BAB{rl,...,m} C
= (Ari BV...VAry, BIAN(Br] CV...VBr, C) (ausmultiplizieren)
~ V{(Ars BAB7, C)|1<i<k1<7i <K'} (Basis)
~ V{(Ari BAB7", CAArior, C)|1<i<k1<i <k}
A{ri,...,re} BAB{rl,...,ri} CAV{(Arior,, C)|1<i<k1<i <K'}
= A{ri,....,me} BAB{rl, ...,y CANA{r1,...,rp}o{rl,...,r,} C
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Partielle Vollstindigkeit cormne

Der Allensche Kalkiil ist vollstandig in eingeschranktem Sinn:

Satz (Pfadkonsistenz)
Der Allensche Abschluss ist 3-konsistent:

D.h.: Jede Belegung I der Intervalle A und B mit I(A Rap B) = True
kann auf das Intervall C' erweitert werden, so dass
I(A Rac O) = True = I(C Rep B).

Es gilt nicht (globale Konsistenz):
Jede Belegung von k Knoten kann auf £ + 1 Knoten unter
Erhaltung der Erfiillbarkeit erweitert werden
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Unvollstindigkeit des Allen-Kalkiils g
Leider gilt:
Theorem
Der Allensche Kalkiil ist nicht herleitungs-vollstandig. J

Beweis: Gegenbeispiel: Fiir den Allenschen Constraint:
D {o} BAD {s,n} CAD {s,m} ANA{d,d} BAC {d4,d} B
ist der Allensche Abschluss:

D {o} BAD {s,n} CAD {s,m} ANA{d,d} BAC {d4,d} B
AC {s,8,=,0,6,d4,d,f,f} A

Aber C {f,f,0,8} A ist nicht mdglich (nichste Folie)
D.h. das Allen-Verfahren erkennt diese Unméglichkeit nicht
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-
Beweis (Fortsetzung) Sk

@ Die Lage von B zu D ist eindeutig.
o Moglichkeiten D zu A und D zu C: 4 Fille {s,m} x {s,m}

D D
—
B B
—_— —_—
C C
—
A A
........ yeeeeeeny
Fall (1): DsCund Ds A Fall (2): DmCund Ds A
—C{s,s,=} A —C{d} A
D D
— —
B B
—_— —_—
—
A A
— ey
Fall 3): DsCund Dm A Fall (4): DmCund Dm A
— C{d} A —C {s,8,=} A

C {f,f,0,8} A nicht moglich!
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Unvollstindigkeit des Allen-Kalkiils (2) g
Ebenso gilt:
Theorem
Der Allensche Kalkiil ist nicht widerlegungsvollstandig. J

Beweis: Gege:nbeispiel: Leichte Abwandlung des Beispiels davor
Fige A {f, f} C hinzu, d.h. man erhilt das Constraintnetzwerk:

o
D———2B

Allenscher Abschluss: Verandert das Netzwerk nicht, aber es ist
widerspriichlich!
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-
Konsequenzen der Unvollstandigkeit g

Frage: Ist Allen-Constraint F' widerspriichlich?
@ Abschluss = 0, dann JA
@ Abschluss = 1, dann NEIN

@ Abschluss weder 0 noch 1: man weil3 nichts

Frage: Ist Allen-Constraint F’ erfiillbar?
@ Abschluss = 0, dann NEIN
@ Abschluss = 1, dann JA (Tautologie)

@ Abschluss weder 0 noch 1: man weil3 nichts
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Eindeutige Allen-Constraints cormne

Definition

Ein Allensches Constraint nennt man eindeutig, wenn fiir alle Paare
A, B von Intervallkonstanten gilt: Das Constraint enthilt genau
eine Beziehung A r B, wobei r eine der dreizehn Basisrelationen
Ist.

Es gilt:

Satz
Der Allensche Abschluss eines eindeutigen Allenschen Constraints
F' ist entweder 0, oder wiederum F'.

Beweis: Jede Transitivititsregelanwendung leitet () her, oder Idsst
Eintrag unverandert.
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-
Eindeutige Allen-Constraints (2) cormne

Satz (Valdés-Pérez, 1987)

Ein eindeutiges Allensches Constraint ist erfiillbar, gdw. der
Allensche Kalkiil bei Vervollstindigung das Constraint nicht
verdndert, d.h. wenn es ein Fixpunkt ist.

Beweisidee: Zeige, wenn Allen-Kalkiil keinen Widerspruch entdeckt,
dann ist Constraint erfiillbar.
Es gibt dann eine totale Ordnung der Intervallenden

Korollar

Auf eindeutigen Allen-Constraints ist der Allen-Kalkiil korrekt und
vollstandig
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N
Eindeutige Allen-Constraints: Menge g

Zu jedem Allenschen Constraint C' kann man die Menge aller
zugehorigen eindeutigen Allenschen Constraints D definieren,
wobei gelten muss:

Wenn A r B in D vorkommt und A R B in C, dann gilt r € R.

Lemma

Ein Allen-Constraint ist erfiillbar, gdw. es ein zugehoriges
eindeutiges Constraint gibt, das erfiillbar ist.

Beweis: Klar
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-
Vollstandiges Verfahren g

e )
Algorithmus Erfiillbarkeitstest fiir konjunktive Allensche Constraints

Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintrdgen R; ; C R

Ausgabe: True (Widerspruch) oder False (erfiillbar)

function AllenSAT (R):

R’ := AllenAbschluss(R);

if IR; ; mit R; ; = 0 then return True endif;// Widerspruch

if VR; ; gilt: |R; ;| = 1 then return False // eindeutig und erfiillbar

else
wiahle R; ; mit R} ; = {r1,72,...};
R':=R'; R. ; :={r1};// kopiere R’ und setze (i, j) auf 71
R":=R'; R}, := R; ; \ {r1}:// kopiere R' und setze (4, j) auf ra,...
return (ASAT(R') A ASAT(R"));

endif

- J

Der Algorithmus ist korrekt und vollstdndig. Die Laufzeit ist im
worst-case exponentiell. Mittlere Verzweigungsrate: 6,5 J
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N
Komplexitit des Problems cormne

Satz

Das Erfiillbarkeitsproblem fiir konjunktive Allenschen Constraints
ist N'P-vollstindig.

Beweis:

Problem ist in N/'P:
@ Rate lineare Reihenfolge der Intervallanfange und -enden
@ D.h. Ordnung auf allen X, X, fiir alle Intervalle X
@ Verifiziere ob Reihenfolge das Constraint erfiillt

o Verifikation geht in Polynomialzeit
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Beweis (Fortsetzung) —-1

UNIVERSITAT

NP-Hirte:
Reduktion von 3-Farbbarkeit auf
Erfillbarkeit von Allen-Constraints

3-Farbbarkeit:

Kann man die Knoten eines ungerichteten
Graphen mit drei Farben farben, so dass be-
nachbarte Knoten stets verschiedene Farben
haben?
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-
Beweis (Fortsetzung) ool

Fir G = (V, E) erzeuge:
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-
Beweis (Fortsetzung) ool

Fir G = (V, E) erzeuge:
@ (Rot m Gruen) A (Gruen m Blau)

Rot  Gruen  Blau

p) &
7€ 7€

A
0 4
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-
Beweis (Fortsetzung) ool

Fir G = (V, E) erzeuge:
@ (Rot m Gruen) A (Gruen m Blau)

Rot  Gruen  Blau

p) &
7€ 7€

&
<

o Fiir die Knoten: Yv; € V : v; {m,=,m} Gruen

7

Rot  Gruen Blau

& &
7€ 7€

Vv
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-
Beweis (Fortsetzung) ool

Fir G = (V, E) erzeuge:
@ (Rot m Gruen) A (Gruen m Blau)

Rot  Gruen  Blau

p) &
7€ 7€

&
<

o Fiir die Knoten: Yv; € V : v; {m,=,m} Gruen

7

Rot  Gruen Blau

& &
7€ 7€

Vv
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N
Beweis (Fortsetzung) cormne

Daher gilt: Der Graph ist dreifarbbar, gdw. die Allenschen
Relationen erfiillbar sind. Die Zuordnung ist:

@ v; hat Farbe griin gdw. v; = Gruen
@ v; hat Farbe rot gdw. v; m Gruen
@ v; hat Farbe blau gdw. v; m Gruen

Ubersetzung ist in Polynomialzeit durchfiihrbar, daher Erfiillbarkeit
NP-Hart
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Folgerungen Sk

@ Jeder vollstandige Algorithmus braucht Exponentialzeit.
(unter Annahme N'P = EXPTIME)

@ Die polynomielle Allen-Vervollstandigung ist im allgemeinen
unvollstandig
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Varianten —& ;

Es gibt polynomielle, vollstandige Verfahren fiir

Allensche Constraints mit eingeschrankter Syntax J

Eine haben wir bereits gesehen:

@ Eindeutige Allen-Constraints
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Varianten (2) B!

Neue Variante:
@ Erlaube nur Allensche Relationen, so dass:

o Ubersetzung in Bedingungen iiber die Endpunkte nur
Konjunktionen von der Form = < y oder x =y

@ Dann gilt: Man braucht keine Fallunterscheidung
Passender Satz von Relationen:
@ Alle Basisrelationen,

o {d,o,s}, und {5,f,d} und deren Konverse. d.h. {d, 3,5}, und
{o,f,d}.
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Varianten (3) B!

Z.B. A{d,o,s}B als Ungleichung iiber den Endpunkten:

Wenn A = [A,, Ac], B = [Ba, Be], dann entspricht obige Relation
gerade
Aa < AeaBa < BeaAe < BevBa < Ae
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Varianten (4) B!

Auf solchen Constraints kann man Erfiillbarkeit in Polynomialzeit
testen

@ Transitiver Abschluss der Endpunktbeziehungen
@ anschlieBend lineare Reihenfolge mit topologischem Sortieren
Es gilt aber sogar

Satz (Nebel, Biirckert, 1995)

Auf den so eingeschrankten Allen-Constraints ist der Allensche
Kalkiil korrekt und vollstandig.
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Hintergrund

GOETHE, S@
T

UNI

Diese spezielle Klasse lasst sich als Grund-Hornklauseln darstellen,

d.h. Klauseln mit maximal einem positiven Literal.

Fiir Grund-Hornklauselmengen ist Erfiillbarkeit in polynomieller

Zeit testbar.

Man hat Fakten in der Form a < b und ¢ = d, wobei a, b, c,d
unbekannte Konstanten sind. Es gibt auch Hornklauseln, die von

der Symmetrie und Transitivitdt stammen:

r<yhNy<z =
T=yNy=z =
=1y =
T<YNy=z =
r=yANy<z =

T <z
T==z
Yy==zx
<z
<z
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GOETHE, S@

Hintergrund (2) ONIVERSITAT

Man kann weitere Allensche Constraints zulassen, und behilt die
Vollstandigkeit des Allen-Kalkiils:

o Alle Constraints deren Ubersetzung in Constraints iiber
Endpunkten Hornklauseln ausschlieBlich mit Literalen a < b,

a = b und —(a = b) erzeugt.
@ Von den 2'3 = 8192 moglichen Beziehungen erfiillen 868 diese
Eigenschaft
Man kann diese auch fiir die Fallunterscheidung des exponentiellen
Verfahrens verwenden.

Vorteil: Kleinere mittlere Verzweigungsrate
(Statt 6,5 nur 2,533 (Nebel 1997))
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Kuchen backen

GOETHE, Q

UNIVERSITAT

Zutaten
Zutaten
BelForm
Heizen
Zutaten
BelZub
Einfett
Einfett
Backen

{<,m}
{<,m}
{<,m}
{s,0,>}
{<,m}
{<,m}
{>,M
{<,m}
{m}

zubereiten

TeigZub,
Sahne,
Backen,
TeigRuht,
Einfett,
BelForm,
TeigZub,
TeigForm,
Kuehlen,

Zutaten
TeigRuht
Backen
Heizen
Zutaten
TeigZub
Einfett
TeigZub
BelZub

{Ofen|
{<,m} TeigRuht,
{m} TeigForm,
{f} Heizen,
{<,m} Kuehlen,
{<,m} Heizen,
{<,>,m,M} BelZub,
{<,m,M,>} TeigForm,
{m} TeigRuht,

{s,s,d,0,=,f} TeigRuht,

Belag|

kiihlt aus|

Zutaten {<,m} BelZub,
TeigForm {<,m} BelForm,
Sahne {s,d} BelZub,
Kuehlen {<,m} Entnehmen,
TeigZub {<,m} TeigForm,
Einfett {<,>,m,M} BelZub,
Einfett {<,>,m,M} BelForm,
Einfett {>,M} Zutaten,
Einfett {>} Sahne
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Kuchen backen

GOETHE, Q

UNIVERSITAT

Zutaten {<,m}
Zutaten {<,m}
BelForm {<,m}
Heizen {S,0,>}
Zutaten {<,m}
BelZub  {<,m}
Einfett {>,M}
Einfett {<,m}
Backen  {m}

zubereiten

TeigZub,
Sahne,
Backen,
TeigRuht,
Einfett,
BelForm,
TeigZub,
TeigForm,
Kuehlen,

Allen-Programm:

Max. #Modelle in der Eingabe

Zutaten
TeigRuh
Backen
Heizen
Zutaten
TeigZub
Einfett
TeigZub
BelZub

Max. #Modelle nach Allen-Abschluss:

Anzahl Modelle

Allenscher Abschluss genau?

IOfen|

{<,m} TeigRuht,

t {m} TeigForm,
{f} Heizen,
{<,m} Kuehlen,
{<,m} Heizen,
{<,>,m,M} BelZub,

{<,m,M,>} TeigForm,

{m} TeigRuht,

{s,s,d,0,=,f} TeigRuht,

Belag|

kiihlt aus|

Zutaten

TeigForm

Sahne

Kuehlen
TeigZub
Einfett
Einfett
Einfett
Einfett

{<,m} BelZub,
{<,m} BelForm,
{s,d} BelZub,
{<,m} Entnehmen,
{<,m} TeigForm,

{<,>,m,M} BelZub,
{<,>,m,M} BelForm,
{>,M} Zutaten,
{>} Sahne

177.247.393.995.618.482.069.389.150.242.626.279.322.671.526.463.930.368

5.898.240

1.536

: True
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Varianten ONERSITAT

Qualitatives raumliches SchlieBen

e Eindimensional: Genau die Allensche Intervalllogik

e Zweidimensional: Region-Connection-Calculus (RCC8),
(Randell, Cui & Cohn, 1992)

OO GO (©

XDCY XECY X TPPY X NTPP Y
,,disconnected" ,externally ,tangential ,non-tangential
connected " proper part" proper part"
XPOY XECY X TPPi Y X NTPPi Y
, partially Lequal® ,tangential ,non-tangential
overlapping proper part inverse" proper part inverse®
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Varianten SNIERTLAT

o Exakte Zeitpunkte vermeiden: Nur vorher, iiberlappend
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