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1 Einfiihrung und Uberblick: Grundlagen und
Anwendungen von Automatischen Deduktionssystemen

1.1 Literatur

Folgende Biicher und Handbuchartikel kénnen als Grundlage fiir eine weiteres
Studium dienen:

[And86,Duf91,Bib83,Bib92,BS92, BB87, RB79] [Bun83,CL73,EFT86,Gals6,GN87,DH8Y],

[ki-98 KowT79,Lov78,Pau9d4,SA94 WOLB84,BS94,BS99]
Fiir spezieller Themenbereiche kénnen auch folgende Biicher verwendet wer-

den: [Ede92 FLTN93,Tha88,Smu71]
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1.2 Vorbemerkung

Das Gebiet der Automatischen Deduktionssysteme ist relativ jung im Vergleich
zum Gebiet der Logik.

Insbesondere bedeutet dies, dass Notationen und Begriffe sich z.T. nur im
Englischen mit einer festen Bedeutung etabliert haben. Benutzt man Lehrbiicher
oder weiterfithrende Literatur (Handbiicher, Artikel), so wird man mit verschie-
denen Notationen und verschiedenen Namen fiir gleiche Begriffe konfrontiert. So
werden manche englischen Begriffe auf verschiedene Weise ins deutsche {iber-
setzt. Gliicklicherweise sind die Begriffsbildungen diesselben, so dafl beim Lite-
raturstudium nach etwas Einarbeitung keine wesentlichen Schwierigkeiten auf-
tauchen.

1.3 Bechandelte Themen

Da diese Unterlagen mit der Vorlesung mitwachsen und nicht vorgefertigt vor-
liegen, hier ein vorldufiger Plan der Themen:

Priadikatenlogik erster Stufe
Resolution

— Klauselnormalformen und Resolution
— Unifikation
— Verfeinerungen der Resolution: Elimination von Redundanz.



— logisches Programmieren: SLD-Resolution

Analytische Tableaukalkiile

Aussagenlogik Einfache automatische Beweismethoden.
Implementierte Deduktionssysteme
Gleichheitslogik Kalkiile dazu.

Deduktionssysteme fiir Logik hherer Ordnung

1.4 Teilgebiete

Im folgenden eine Liste von Teilgebieten:

Beweiserbau Die Softwaretechnik der Automatischen Deduktionssysteme. Hier
werden Fragen zur Softwaretechnik von Deduktionssystemen, effizienten Imple-
mentierungen, Datenstrukturen, Heuristiken untersucht. Ebenso Fragen der Be-
nutzung: interaktiv, vollautomatisch, halbautomatisch, verifizierend, Erzeugung
von lesbaren Beweisen.

Gleichheitsbehandlung Theorie und Verfahren zur Behandlung der Gleich-
heitsaxiomen. Fiir Herleitung reichen naiven Suchstrategien nicht aus. Aber:
diese Relation kommt haufig in mathematischen Disziplinen und in der theore-
tischen Informatik vor.

Termersetzungssysteme Themengebiet sind gerichtete Gleichungen, deren
Benutzung als Transformationssystem oder zum Entscheiden des Wortproblems.
Kann man auch als Untergebiet der Gleichheitsbehandlung ansehen.

Unifikation Zentrale Fragestellung ist, ob zwei vorgegebene Strukturen mit of-
fenen Stellen (Variablen) gleichgemacht werden kénnen. Die Unifikationstheorie
liefert spezielle Algorithmen und das theoretische Riistzeug fiir die Untersu-
chung solcher Probleme. Diese spezielle Fragestellung tritt verbreiteter auf, als
man annimmt: Frage der gemeinsamen instanzen von Pattern, Lésungen von
Gleichungen, Logiken erster Ordnung, Gleichungstheorien, Lambda-Kalkiil.

Nichtmonotone Logiken Eine Logik heifit monoton, wenn durch die Hinzu-
nahme neuer Annahmen nicht weniger folgt als ohne diese Annahmen: ¢ = TH
impliziert U= |= T'H . Die klassischerweise untersuchten Logiken sind monoton,
viele Herleitungsprobleme der Kiinstlichen Intelligenz jedoch nicht.

Logische Methoden wissensbasierter Systeme Die wichtigsten Probleme
sind die Entwicklung von Inferenzmethoden fiir wissensbasierte Systeme und die
Mechanisierung nichtklassischer Logiken.



Modallogik Dies sind Gegenstand alterer logische/philosophische Untersuchun-
gen. Erst durch den Versuch, geeignete Formulierungssprachen zur computerge-
rechten Eingabe von verschiedenen Problemen zu finden, wurden diese Logiken
wiederbelebt und fiir die Computerverarbeitung entdeckt.

Deduktive Programmsynthese Idee: Mit Hilfe deduktiver Verfahren ein Pro-
gramm automatisch zu synthetisieren. Z.B.: In der konstruktiven Logik hoherer
Ordnung entsprechen Existenzbeweise einem ablauffdhigen Programm.

Logisches Programmieren Die Pradikatenlogik, insbesondere das Fragment
der Hornklauseln, wird als (Grundlage einer) Programmiersprache (Prolog) auf-
gefait. Implementierungen, Erweiterungen (Negation, Constraints, ..), werden
untersucht.

Anwendungen Automatischer Deduktionssysteme

— logische Programmiersprachen, Constraints + logische Programmierspra-
chen.
— deduktiven Datenbanken
— Planen, Plangenerierung in Systemen der KI.
— Diagnose.
— Nachweis der Korrektheit von Hard- oder Software:
e Programmpverifikation
e Programmanalyse
e Untersuchung von Sicherheitsprotokollen
— Inferenzkomponenten fiir wissensbasierte Systeme
— Wissensreprasentationformalismen

Wichtigste Methoden

Resolution

Tableaukalkiile

Gleichheit Termersetzung, Paramodulation, Superposition
Modelchecking

1.5 Einige computergefithrte Beweise

Einige lange Zeit offene Problemen, die mit Computerhilfe gelést wurden, (al-
lerdings nicht mit allgemeinen automatischen Deduktionssystemen), sind:

— Der Vierfarbensatz:
jede ebene Landkarte 148t sich mit vier Farben farben. Die Losungsmethode
war ein spezielles Programm, das einige tausend Konfigurationen zu unter-
suchen hatte.



— Nichtexistenz einer endlichen projektiven Ebene der Ordnung 10.
Hintergrund ist die Axiomatisierung der projektiven Ebenen:

1. Durch je zwei Punkte geht genau eine Gerade.
2. Je zwel Geraden schneiden sich in einem Punkt.
3. Es gibt 4 verschiedene Punkte von denen keine drei kollinear sind.

Stichwortartig einige Eigenschaften: Ordnung sei n; n + 1 = Anzahl der
Punkte auf einer Geraden = Anzahl der Geraden durch einen Punkt. Alle
Geraden haben gleichviele Punkte (n + 1). Durch alle Punkte gehen gleich
viele Geraden (n+1). Anzahl aller Punkte = Anzahl aller Geraden = n?+n+
1 Man kennt zu jeder Primzahlpotenz p™ (mindestens) eine projektive Ebene
dieser Ordnung. Aber: Man weifl nicht, ob es eine endliche projektive Ebene
zu einer Ordnung gibt, die keine Primzahlpotenz ist. Die kleinste Ordnung
fiir die dies lange Zeit unbekannt war, ist 10. Die néchste offene Ordnung ist
12.

— Die “Kepler-Vermutung“: Diese Vermutung ist (war) bereits iiber dreihun-
dert Jahre alt.
Sie besteht darin, daf} die dichteste Kugelpackung im Raum die ist, die man
durch Probieren sofort findet:
Néamlich die Art der Stapelung von Melonen oder von Kanonenkugeln, die
zu einer Pyramide fithrt: In der ersten Ebene sind die Kugeln wabenférmig
aneinandergelegt. Die ndchste Ebene sieht genauso aus, nur leicht versetzt,
so daB die Kugeln der zweiten Ebene in die Téler der ersten Ebene fallen,

s

usw. In diesem Fall werden VT 0, 74048 des Raumes von Kugeln gefiillt.

Der mathematische Fallstrick ist offenbar, dafl die lokale Minimierung des
Volumens, das von einer Kugel und den (maximal) 12 umgebenden Kugeln
benétigt wird, eine scheinbar bessere Packung ergibt; allerdings 148t sich
diese nicht fortsetzen.

Die Kepler-Vermutung wurde gelést von Tom Hales und seinem Doktoran-
den Sam Ferguson (University of Michigan) (weitere Info unter

http://www.math.lsa.umich.edu/ hales, siehe ebenso einen aktuellen “Zeit “-

Artikel)

Die Losung erforderte umfangreiche mathematische Vorarbeit, bis man das
Problem darauf reduziert hat, Kugelhaufen mit 53 Kugeln zu untersuchen.
Hiervon gibt es 5000 Typen, die alle untersucht werden miissen. Dies wurde
mit Hilfe eines Computers durchgefiihrt.

Bei diesen Problemen wurden spezialisierte Systeme entwickelt, die eine Art
logisches Numbercrunching durchgefithrt haben. Beim Vierfarbensatz und beim

Kepler-Problem nach einer erheblichen mathematischen Vorarbeit, beim projektiven-

Ebenen-Problem-10 ist es geordnetes, optimiertes Durchprobieren von sehr vie-
len Méglichkeiten bei der Suche nach einem Modell.

Automatische Deduktionssysteme, die allgemeiner konstruiert sind, haben
auch schon Spitzenleistungen erzielt: z.B. Losung des sogenannten Problems der

Robbins-Algebren:



1.6 Das Problem der Robbins Algebren

Das Robbins Problem “sind alle Robbins-Algebren auch Boolesche Algebren?
wurde von William McCune, Automated Deduction Group, Mathematics and
Computer Science Division, Argonne National Laboratory gelost und zwar mit
Hilfe des automatischen Beweisers EQP fiir Gleichungstheorien. Die Lésung ist:

Jede Robbins-Algebra ist eine Boolesche Algebra.

Zunichst: Eine Boolesche Algebra hat zwei zweistellige, kommutative, asso-
ziative Operatoren und, oder, einen einstelligen Operator not, Konstanten 0,1,
so dafl folgendes gilt: die De-Morganschen Gesetze, Distributivitit, not ist ein
Komplementoperator:  und (not ) = 0, # oder (not z) = 1, not(not z) = x.

Etwas Geschichte:

Im Jahre 1933 gab E. V. Huntington die folgende (alternative) Axiomatisie-
rung einer Booleschen Algebra:

rt+y=y+ua [kommutativ]
(+y)+tz=z+(y+2) [assoziativ]
n(n(z) + y) + n(n(z) + n(y)) = « [Huntington Gleichung)

In dieser Axiomatisierung kann man und mittels oder und not definieren,
und nachweisen, dass alle Axiome einer Booleschen Algebra dafiir gelten.

Danach vermutete Robbins, dass man das letzte Axiom durch eine anderes
ersetzen kann:

n(n(z +y) + n(z + n(y))) = z [Robbins equation]

Robbins und Huntington konnten keinen Beweis finden, spéter arbeitete
Tarski mit Studenten an diesem Problem, ebenfalls ohne Erfolg.

Die Algebren mit den Axiomen Kommutativitit, Assoziativitiat und Robbins
Axiom wurden bekannt als Robbins Algebren. Man sieht leicht, dass Boolesche
Algebren auch Robbins Algebren sind; die interessante offene Frage war die Um-
kehrung.

Seit 1979 arbeitete daran: Steve Winker, Larry Wos mit dem Beweiser “Ot-
ter“ Die Methode war schrittweise immer stirkere Bedingungen (d.h. zusétzliche
Axiome) zu finden, unter denen eine Robbins Algebra auf jeden Fall auch eine
Boolesche Algebra ist. Hierbei wurden die Beweise vollautomatisch gesucht. Win-
ker fand viele solche Bedingungen und bewies dies unter Benutzung von Otter :

U.a.:

Ve :n(n(z)) =«

:Ve:z+0=2x

Ve:x+ar=x

iC:3IAD . C+D=C [erste Winker-Bedingung, 1992]
AC : 3D : n(C'+ D) = n(C) [zweite Winker-Bedingung,1996]



Der automatische Beweis der Lésung des Robbins Problem wurde am 10
Oktober 1996 mittels EQP gefiihrt. EQP benutzt assoziative-kommutative Uni-
fikation und kann nur Gleichheitslogik.

Die Gleichungen

n(n(n(y) +2)+nlz+y)) == [Robbins Axiom)]
n(z+y) # n(x) [Negation von Winker-2]

wurden von EQP zum Widerspruch gefiithrt. Die Suche dauerte 8 Tage. Ein
Problem war die Priifung des von EQP gefundenen Beweises. Hierzu mufite
mittels Otter ein (maschinen-)lesbarer Beweis erzeugt werden, der dann wieder
von einem anderen Beweispriifprogramm nochmal gepriift wurde.

Fiir weitere Informationen, siehe die zugehdrigen Web-Seiten:

www-unix.mcs.anl.gov/ mccune/papers/robbins/lemmas.html
www.mcs.anl.gov/AR/eqp
www.mcs.anl.gov/AR/otter

1.7 Methodenwahl: menschliche oder maschinelle?
Was wird erfolgreicher sein?

— Die Nachahmung der menschlichen Vorgehensweise, oder
— Die (intelligente) brute-force (numbercrunching)-Methode

Die bisherige Erfahrung zeigt, dal, (wenn man einmal vom Einsatz eines
Rechners wie beim 4-Farben-Problem absieht), der Einsatz von Computern er-
folgreicher ist, wenn man nicht das menschliche Problemlésungsverhalten nach-
ahmt, sondern die zweite Variante, die (intelligente) brute-force Methode verwen-
det. Z. B. sind die Erfolge der Schachprogrammierung eher auf solche Methoden
als auf rational planende und nachdenkende Methoden zuriickzufiihren.

Genauso verhilt es sich z.B. mit der Lésung des Robbins-Algebra-Problems.
Wobei man hier einwenden kénnte, dal ohne einen Menschen, der das System
EQP intelligent einsetzt, der Beweis nicht gefunden worden wire.

Es gibt einen Zweig des “Automated Reasoning®, der gute Griinde dafiir
anfiihrt, dafl eine Analogie zum menschlichen Planen notwendig sei; allerdings
sind die groflen Erfolge hier bisher ausgeblieben.

1.8 Einfiihrende Beispiele

Aussagen iiber die reale Welt oder iiber fiktive oder abstrakte Welten sind
manchmal nicht unabhangig voneinander, sondern es kann der Fall sein, daf} ei-
ne Aussage aus einer oder mehreren anderen Aussage folgt. Zum Beispiel wiirde
man bei den Aussagen

“Jede Katze 13t Fische*
“(zarfield 1st eine Katze“
“Garfield 18t Fische“



sicherlich zustimmen, daf} die dritte Aussage aus den beiden anderen folgt. Wann
immer man annimmt, dafl die ersten beiden Aussagen wahr sind, mufi man
notwendigerweise auch annehmen, dafi die dritte Aussage wahr ist. Das gleiche
gilt fiir folgende Aussagen

“Alle Menschen sind sterblich “
“Sokrates 1st ein Mensch“
“Sokrates 1st sterblich“.

Wieder gilt, daB die dritte Aussage aus den ersten beiden folgt. Das interessante
dabei ist, dafl der Grund weshalb die dritte Aussage aus den beiden anderen folgt
offensichtlich in beiden Fillen derselbe ist. Es hdngt gar nicht davon ab, ob wir
iiber Fische essende Katzen oder sterbliche Menschen oder iiber irgendwelche
unbekannten Objekte mit unbekannten Eigenschaften sprechen:

“Alle X haben die Eigenschaft E*
“A ist ein X
“A hat die Eigenschaft E

Offensichtlich folgt die dritte Aussage aus den beiden anderen. Die Beob-
achtung, daf} die “folgt aus“ Beziehung zwischen verschiedenen Aussagen gar
nicht notwendigerweise aus deren Bedeutung definiert werden muf}, sondern nur
aus deren syntaktischer Form geht zuriick auf Aristoteles und andere antike
griechische Philosophen. Die verbliiffende Konsequenz ist, dafl eine an und fiir
sich semantische, d.h. von der Bedeutung her, definierte Beziehung, syntaktisch,
d.h. {iber rein mechanische Symbolmanipulation, realisiert werden kann. In die-
sem Fall kann der Test auf die Folgerungsbeziehung zwischen Aussagen auch
Computerprogrammen iibertragen werden. Programme mit diesen Fahigkeiten
heiflen Deduktionssysteme. Unter einem Deduktionssystem kann man daher
ganz allgemein ein programmierbares Verfahren verstehen, das aus vorhandenen
Daten Schluffolgerungen zieht und damit neue Daten ableitet. Welche Art von
Schlufifolgerungen gemeint ist, illustriert “Modus Ponens®, eine typische Regel,
der auch die beiden obigen Beispiele zum Teil zugrundeliegen, und die schon auf
Aristoteles zuriickgeht.

Fakt 1: P (P und @ sind beliebige Aussagen.)
Fakt 2: Aus P folgt @
Schluffolgerung: @

Die Mechanismen, die einen Rechner zu solchen Ableitungen befdhigen, sind
im Prinzip sehr &hnlich zu denen, die ithn zum Rechnen mit Zahlen befdhigen.
Die Fakten miissen als Datenobjekte reprasentiert und die Schlufifolgerungen als
Operationen auf diesen Datenobjekten programmiert werden.

1.9 Motivationsbeispiele

Um einen allerersten Eindruck von der Arbeitsweise eines Deduktionssystems zu
bekommen, sollen zwei Beispiele zu deren Anwendung vorgestellt werden. Das



erste 1st ist das Sokrates-Beispiel, und das zweite ist ein logisches Réatsel. Die
beiden Beispiele sollen nur einen ungefahren Eindruck geben und demonstrie-
ren, dafl man offensichtlich nicht nur Fische fressende Garfields oder sterbliche
Philosophen, sondern wirklich nichttriviale logische Zusammenhange mit auto-
matisierbaren Methoden behandeln kann.

Bewspiel 1.1. Wir wollen beweisen: Aus

“Alle Menschen sind sterblich “
“Sokrates 1st ein Mensch“

folgt
“Sokrates 1st sterblich“.

Zunichst bendtigt man eine formale Sprache, in der man diesen Sachverhalt
ausdriicken kann. Dafiir bietet sich in diesem Fall die Pradikatenlogik an. Das ist
die formale Sprache, in der die meisten mathematischen Zusammenhé&nge einfach
aufgeschrieben werden koénnen, und die daher den meisten Lesern sowieso mehr
oder weniger vertraut sein sollte. Da es in diesem Beispiel um zwei Eigenschaften
geht, fithren wir Mensch und sterblich als Priadikatensymbole ein. Sokrates
ist ein Konstantensymbol in der Sprache. Die drei Aussagen sind dann:

1.) V& : Mensch(x) = sterblich(z)
2.) Mensch(Sokrates)
3.) sterblich(Sokrates)

Der herzuleitende Aussage wird jetzt, um einen Beweis durch Widerspruch
zu demonstrieren, verneint. Damit hat man eine Menge von Aussagen, auf die
man das mechanische Verfahren der Resolution anwenden kann. Das Ziel ist es
einen Widerspruch herzuleiten. Hat man dies erreicht, dann kann man sagen,
daf} die verneinte Aussage aus den anderen folgt.

1.) V& : Mensch(z) = sterblich(z)
2.) Mensch(Sokrates)
3.) -sterblich(Sokrates)

Zunachst mufl man die Formeln noch etwas abandern:

1.) V& : “Mensch(z) V sterblich(z)
2.) Mensch(Sokrates)
3.) -sterblich(Sokrates)

Das mechanische Verfahren der Resolution erlaubt es jetzt, aus 1) und 3)
durch instantiieren von x mit Sokrates die Formel

—Mensch(Sokrates) .

herzuleiten. Diese Formel und die zweite erlauben es jetzt, den endgiiltigen Wi-
derspruch direkt zu erkennen.

10



Beispiel 1.2. Wise Men Puzzle Es war einmal ein Konig, der hatte drei weise
Ménner. Eines Tages beschloss er, herauszufinden, wer von den dreien der wei-
seste ist. Er stellt sie einander gegeniiber, macht jedem von ihnen einen weiflen
oder schwarzen Punkt auf die Stirn und sagt ithnen, dafl mindestens einer der
Punkte weif} ist. Nach einer Weile, in der niemand was sagte, fragte er den er-
sten, ob er die Farbe seines Punktes wiifite. Der verneinte. Dann fragte er den
zweiten. Der verneinte ebenfalls. Darauthin sagte der dritte prompt, dafl sein
Punkt weif} ist. Woher wufite der das?

Zur Losung dieses Rétsels ist es notwendig, Schliisse iiber den Wissensstand
der Beteiligten zu ziehen. Zur Formulierung dieses Rétsels ist die pradikaten-
logische Sprache daher nicht sehr gut geeignet. Einfacher wird es, wenn man
die logische Sprache um neue Operatoren erweitert, mit denen man ausdriicken
kann, dafl jemand eine bestimmte Sache weifl oder nicht weifl. Damit macht man
aus der Pradikatenlogik eine sogenannte epistemische Logik. Dies flihrt zur so-
genannten Modallogik und deren Varianten. Es gibt Methoden, die Aussagen
dieser Logik wieder in Pradikatenlogik iibersetzen.

11



2 Aussagenlogik (propositional calculus)

Bevor wir im nichsten Kapitel den Priadikatenkalkiil und die zugehérigen Deduk-
tionsmethoden vorstellen, wollen wir zunéchst die Methoden und Konzepte in
der etwas einfacheren Variante der Logik, ndmlich in Aussagenlogik, uns genauer
anschauen. Die Verallgemeinerung auf Priadikatenlogik ist dann nicht mehr ein
so grofler Schritt.

Dieser Abschnitt geht zwar detailliert auf Aussagenlogik, Kalkiile und Eigen-
schaften ein, aber das Ziel ist es nicht, optimale und effiziente Verfahren fiir die
Aussagenlogik vorzustellen.

Definition 2.1. Syntax
Die Syntax ist gegeben durch die Grammatik:

Au=X [ (ANA) | (AVA) | (mA) | (A= A) | (AeA)|0]1

Hierber ist X ein Nichtterminal fiir aussagenlogische Variablen und A ein Nicht-
terminal fiir Aussagen. Die Konstanten 0,1 entsprechen falsch bzw. wahr. Ubli-
cherweise werden bei der Notation von Aussagen Klammern weggelassen. wobei
man die Klammerung aus den Prioritdten der Operatoren wieder rekonstruieren
kann: Die Prioritditsrethenfolge ist: =, A\, V, =, <.

Die Zeichen A,V,—, =, < nennt man Junktoren. Aussagen der Form 0,1
oder ¥ nennen wir Atome. Literal sind entweder Atome oder Aussagen der Form
—A, wober A ein Atom ist.

AN B: Konjunktion (Verundung).
AV B: Disjunktion (Veroderung).
A = B: Implikation .

A © B: Aquivalenz.

—A: negierte Formel.
A Atom, falls A eine Variable ist.
A Literal, falls A Atom oder negiertes Atom.

Wir lassen auch teilweise eine erweiterte Syntax zu, bei der auch noch andere
Operatoren zuléssig sind wie: NOR, XOR, NAND.

Dies erweitert nicht die Fahigkeit zum Hinschreiben von logischen Aus-
driicken, denn man kann diese Operatoren simulieren. Auch kénnte man 0,1
weglassen, wie wir noch sehen werden, denn man kann 1 als Abkiirzung von
AV -4 | und 0 als Abkiirzung von A A = A auffassen.

Definition 2.2. Semantik Zundchst definiert man fir jede Operation =, \,V, =
, < Funktionen {0,1} — {0,1} bzw. {0,1}? — {0,1}. Die Funktion f- ist de-
finiert als f-(0) = 1, f~(1) = 0. Bbenso definiert man fo := 0, f1 := 1. Die
anderen Funktionen fop, sind definiert gemdf folgender Tabelle.

|A|V|=|<|[NOR|NAN D|<|XOR
L1 tfifrfrjo o 110
Lojofrpfrjo |1 0|1
0 1joftirfojo |1 0|1
0 0ofojL {11 |1 10
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Der Einfachheit halber werden oft die syntaktischen Symbole auch als Funk-
tionen gedeutet.

Definition 2.3. FEine Interpretation I ist emme  Funktion: I
{aussagenlogische Variablen} — {0,1}.

Eine Interpretation I definiert fir jede Aussage einen Wahrheitswert, wenn
man sie auf Aussagen fortsetzt:

~1(0) = 0,1(1) == 1
— I(=A) == [5(1(4))
— I(A op B) := fop({(A),1(B)), wobei op € {A\,V,=, & ...}

Wenn fir eine Aussage F' und eine Interpretation I gilt: I(F) = 1, dann
schreiben wir auch: I | F. Sprechweisen: I ist ein Modell fiir F, F gilt in I, I
macht F wahr.

Definition 2.4. Sei A ein Aussage.

— A ist eine Tautologie (Satz, allgemeingiiltig) gdw. fiir alle Interpretationen
I gilt: I = A.

— A ist ein Widerspruch (widerspriichlich, unerfiillbar) gdw. fir alle Interpre-
tationen I gilt: T(A) = 0.

— A ist erfilllbar (konsistent) gdw. es eine Interpretationen I gibt mit: I = A.

— ein Modell fir eine Formel A ist eine Interpretation I mit I1(A) = 1.

Man kann jede Aussage in den n Variablen X, ..., X, auch als eine Funktion
mit den n Argumenten Xi, ..., X, auffassen. Dies entspricht dann Booleschen
Funktionen.

Beuspiel 2.5.

— X VX ist eine Tautologie.

- (X=2Y)= (Y = 7)= (X = 7)) ist eine Tautologie.
— X A =X ist ein Widerspruch.

— X VY ist erfiillbar.

— I'mit I(X) =1,I(Y) = 0 ist ein Modell fiir X A Y

Satz 2.6.

— Es ist entscheidbar, ob eine Aussage eine Tautologie (Widerspruch, erfillbar)
ist.

— Die Frage “Ist A erfillbar?“ ist N'P-vollstindig.

— Die Frage “Ist A Tautologie (Widerspruch)?“ ist co-N"P-vollstindig.

Das einfachste und bekannteste Verfahren zur Entscheidbarkeit ist das der
Wabhrheitstafeln. Es werden einfache alle Interpretation ausprobiert.

Zur Erlauterung: ANP-vollstandig bedeutet, dafl jedes Problem der Problem-
klasse mit einem nicht-deterministischen Verfahren in polynomialer Zeit gel6st
werden kann, und daf} es keine bessere obere Schranke gibt.
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Eine Problemklasse ist co-A"P-vollstindig, wenn die Problemklasse die aus
den Negationen gebildet wird, AP-vollstandig ist.

Sequentielle Algorithmen zur Losung haben fiir beide Problemklassen nur
Exponential-Zeit Algorithmen. Genaugenommen ist es ein offenes Problem der
theoretischen Informatik, ob es nicht bessere sequentielle Algorithmen gibt.

Die Klasse der A"P-vollstindigen Probleme ist vom praktischen Standpunkt
aus leichter als co-AP-vollstandig: Fiir A"P-vollstindige Probleme kann man mit
Gliick (d.h. Raten) oft schnell eine Lésung finden. Z.B. eine Interpretation ei-
ner Formel. Fiir co-N"P-vollstindige Probleme mufl man i.a. viele Méglichkeiten
testen: Z.B. mufi man i.a. alle Interpretation einer Formel ausprobieren.

2.1 Folgerungsbegriffe
Man muf} zwei verschiedene Begriffe der Folgerungen fiir Logiken unterscheiden:

— semantische Folgerung

— syntaktische Folgerung (Herleitung, Ableitung) mittels einer prozeduralen
Vorschrift. Dies ist meist ein nicht-deterministischer Algorithmus (Kalkiil),
der auf Formeln oder auf erweiterten Datenstrukturen operiert. Das Ziel 1st
i.a. die Erkennung von Tautologien (oder Folgerungsbeziehungen).

In der Aussagenlogik fallen viele Begriffe zusammen, die in anderen Logiken
verschieden sind. Trotzdem wollen wir die Begriffe hier unterscheiden.

Definition 2.7. Sei F eine Menge von (aussagenlogischen) Formeln und G eine
weitere Formel.

Wir sagen G folgt semantisch aus F

gdw.

Fiir alle Interpretationen I gilt: wenn fir alle Formeln F € F die Aus-
wertung I(F) = 1 ergibt, dann auch I(G) = 1.

Die semantische Folgerung notieren wir auch als F |E G

In der Aussagenlogik gibt es eine starke Verbindung von semantischer Folge-
rung mit Tautologien: Es gilt:

Satz 2.8. {Fy,...,F,} EG gdw. Fi A...AF, = G ist Tautologie.

Zweil Aussagen F, (G nennen wir dquivalent, gdw. wenn F < (G eine Tau-
tologie ist. Beachte, dafl ' und G genau dann dquivalent sind, wenn fiir alle
Interpretationen I: I = F gdw. I = G gilt.

Es ist auch zu beachten, dafy z.B. X AY nicht zu X’ AY’ dquivalent ist. D.h.
bei diesen Beziehungen spielen die Variablennamen eine wichtige Rolle.

Definition 2.9. Sei F eine Menge von (aussagenlogischen) Formeln und G eine
weitere Formel. Gegeben sei ein (nicht-deterministischer) Algorithmus A, der
aus ewmner Menge von Formeln H eine neue Formel H berechnet, Man sagt auch,
daf H syntaktisch aus H folgt (bezeichnet mit H &4 H oder auch M —4 H ).
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— Der Algorithmus A ist korrekt (sound), gdw. H —4 H impliziert H |= H
— Der Algorithmus A ist vollstindig (complete), gdw. H = H impliziert, daff
HbEs H

Aus obigen Betrachtungen folgt, dafl es in der Aussagenlogik fiir die Zwecke
der Herleitung im Prinzip geniigt, einen Algorithmus zu haben, der Aussagen
auf Tautologiecigenschaft priift. Gegeben {Fy,..., F,,} , zdhle alle Formeln F
auf, priife, ob F1 A ... A F,, = F eine Tautologie ist, und gebe F' aus, wenn
die Antwort ja ist. Das funktioniert, ist aber nicht sehr effizient |, wegen der
Aufzdahlung aller Formeln. Auflerdem kann man immer eine unendliche Menge
von Aussagen folgern, da alle Tautologien immer dabei sind.

Es gibt verschiedene Methoden, aussagenlogische Tautologien (oder auch
erfiilllbare Aussagen) algorithmisch zu erkennen: Z.B. BDDs (binary decision
diagrams) : eine Methode, Aussagen als Boolesche Funktionen anzusehen und
moglichst kompakt zu représentieren; Genetische Algorithmen zur Erkennung
erfiillbarer Formeln; Suchverfahren die mit statischer Suche und etwas Zufall
und Bewertungsfunktionen operieren; Davis-Putnam Verfahren: Fallunterschei-
dung mit Simplifikationen. Tableaukalkiil, der Formeln syntaktisch analysiert
(analytic tableau).

In dieser Vorlesung sind die letzten beiden Verfahren von Interesse, da sie
auf den pridikatenlogischen Fall verallgemeinerbar sind und wir diese Verallge-
meinerungen auch betrachten wollen.

2.2 Tautologien und einige einfache Verfahren

Wir wollen im folgenden Variablen in Aussagen nicht nur durch die Wahrheits-
werte T, F' ersetzen, sondern auch durch Aussagen. Wir schreiben dann A[B/z],
wenn in der Aussage A die Aussagenvariable  durch die Aussage B ersetzt
wird. In Erweiterung dieser Notation schreiben wir auch: A[By/x1, ..., B,/®,],
wenn mehrere Aussagevariablen ersetzt werden sollen. Diese Einsetzung passiert
gleichzeitig, so dafl dies kompatibel zur Figenschaft der Komposition als Funk-
tionen ist: Wenn A n-stellige Funktion in den Aussagevariablen ist, dann ist
A[Bi/®1, ..., By/xy] die gleiche Funktion wie Ao (By, ..., By).

Satz 2.10. Sind A1, As dquivalente Aussagen, und By, ..., B, weilere Aussa-
gen, dann sind A1[Bi/x1, ..., Bn/a,] und As[Bi/x1, ..., B,y /2, ebenfalls dqui-
valent.

Beweis. Man muf} zeigen, dafl alle Zeilen der Wahrheitstafeln fiir die neuen Aus-
driicke gleich sind. Seien y1, . . ., y,, die Variablen. Den Wert einer Zeile kann man
berechnen, indem man zun&chst die Wahrheitswerte fiir B; berechnet und dann
in der Wahrheitstabelle von A; nachschaut. Offenbar erhilt man fiir beide Aus-
driicke jeweils denselben Wahrheitswert. a
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Satz 2.11. Sind A, B dquivalente Aussagen, und F eine weiter Aussage, dann
sind F[A] und F[B] ebenfalls dquivalent. !

Die Junktoren A und V sind kommutativ, assoziativ, und idempotent, d.h.
es gilt:

FAG & GAF
FANF & F

FAGAH) S (FAGAH
FVvG & GVF

FVGVH) e (FVG)VH
FVF & F

Weiterhin gibt es fiir Aussagen noch Rechenregeln und Gesetze, die wir im
folgenden auflisten wollen. Alle lassen sich mit Hilfe der Wahrheitstafeln be-
weisen, allerdings erweist sich das bei steigender Variablenanzahl als miihevoll,
denn die Anzahl der Uberpriifungen ist 2 wenn n die Anzahl der Aussagenva-
riablen ist. Die Frage nach dem maximal nétigen Aufwand (in Abhangigkeit von
der Grofie der Aussagen) fiir die Bestimmung, ob eine Aussage erfiillbar ist, ist
ein beriihmtes offenes Problem der (theoretischen) Informatik, das SAT € P-
Problem, dessen Lésung weitreichende Konsequenzen hétte, z.B. wiirde P = NP
daraus folgen. Im Moment geht man davon aus, dafl dies nicht gilt.

Lemma 2.12 (Aquivalenzen:).

=(=A4)) < A
A=1B < -AV B
A< B S A= BAB=A

-(AAB) < -Av-B (DeMorgansche Gesetze)
-(AvB) & -AA-B

AAN(BVC)S (AANB)V(AANC) Distributivitdt
AV(BAC) S (AVB)A(AVO) Distributivitdt
(A= B) & (-B=-A) Kontraposition
AV(AANB) s A Absorption
AN(AVB) s A Absorption

Diese Regeln sind nach Satz 2.10 nicht nur verwendbar, wenn A; B; C' Aus-
sagevariablen sind, sondern auch, wenn A, B, C' fiir Aussagen stehen.

2.3 Normalformen

Fiir Aussagen der Aussagenlogik gibt es verschiedene Normalformen. U.a. die
disjunktive Normalform (DNF) und die konjunktive Normalform (CNF). Die
letzte nennt man auch Klauselnormalform.

! Hierbei ist F[B] die Aussage, die dadurch entsteht, daB in F' die Subaussage A durch

B ersetzt wird.
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— disjunktive Normalform (DNF). Die Aussage ist eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Literalen. D.h. von der Form

(Lia Ao AL g )V ooV (gt Ae oA L))

wobei L; ; Literale sind.
— konjunktive Normalform (CNF). Die Aussage ist eine Konjunktion von Dis-
junktionen von Literalen. D.h. von der Form

(LiaV .. N Lig) Ao AL i Voo N L)
wobei L; ; Literale sind.

Die Klauselnormalform wird oft als Menge von Mengen notiert und auch
behandelt. Dies ist gerechtfertigt, da sowohl A als auch V assoziativ, kommuta-
tiv und idempotent sind, so dal Vertauschungen und ein Weglassen der Klam-
mern erlaubt i1st. Wichtig ist die Idempotenz, die z.B. erlaubt, eine Klausel
{A, B, A, ('} als unmittelbar dquivalent zur Klausel {A, B, ('} zu betrachten.
Eine Klausel mit einem Literal bezeichnet man auch als 7-Klausel. Eine Klausel
(in Mengenschreibweise) ohne Literale wird als leere Klausel bezeichnet. Diese
1st dquivalent zu 0, dem Widerspruch.

Satz 2.13. Fwne Klausel C st eine Tautologie genau dann wenn es eine Variable
A qibt, so daf§ sowohl A als auch = A in der Klausel vorkommen

Beweis. Ubungsaufgabe.
Es gilt:

Satz 2.14. Zu jeder Aussage kann man eine dquivalente CNF finden und ebenso
ewne dquivalente DNF. Allerdings nicht in eindeutiger Weise.

Satz 2.15.

— FEine Aussage in CNF kann man in linearer Zeit auf Tautologie-eigenschaft
testen.
— FEwne Aussage in DNF kann man in linearer Zeit auf Unerfillbarkeit testen.

Beweis. Eine CNF C1A. . .AC), ist eine Tautologie, gdw fiir alle Interpretationen
I diese Formel stets wahr ist. D.h. alle C; miissen ebenfalls Tautologien sein. Das
geht nur, wenn jedes C; ein Paar von Literale der Form A, = A enthélt.

Das gleiche gilt in dualer Weise fiir eine DNF,| wenn man dualisiert, d.h. wenn
man ersetzt: A <V, 0 < 1, CNF & DNF, Tautologie & Widerspruch. a

Der duale Test: CNF auf Unerfiillbarkeit bzw. DNF auf Allgemeingiiltigkeit
ist die eigentliche harte Nuf.

Dualitatsprinzip Man stellt fest, daf in der Aussagenlogik (auch in der
Pradikatenlogik) Definition, Lemmas, Methoden, Kalkiile, Algorithmen stets ei-
ne duale Variante haben. Die Dualitédt ist wie im Beweis oben: durch Vertau-
schung zu sehen: A <V, 0 & 1, CNF & DNF, Tautologie <+ Widerspruch, Test
auf Allgemeingiiltigkeit <> Test auf Unerfiillbarkeit. D.h. auch, daff die Wahl
zwischen Beweissystemen, die auf Allgemeingiiltigkeit testen und solchen | die
auf Unerfiillbarkeit testen, eine Geschmacksfrage ist und keine prinzipielle Frage.
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Satz 2.16. Sei F' eine Formel. Dann ist F' allgemeingiiltig gdw. = F ein Wider-
spruch st

Bemerkung 2.17. Aus Lemma 2.15 kann man Schluf3folgerungen ziehen iiber die
zu erwartende Komplexitét eines Algorithmus, der eine Formel (unter Aquiva-
lenzerhaltung) in eine DNF (CNTF) transformiert. Wenn dieser Algorithmus poly-
nomial wére, dann kénnte man einen polynomialen Tautologietest durchfiithren:

Zuerst iiberfiihre eine Formel in CNF und dann priife, ob diese CNF eine
Tautologie ist.

Dies wiire ein polynomieller Algorithmus fiir ein co-AP-vollstindiges Pro-
blem.

Allerdings sehen wir spéter, dafi die DNF (CNF-)Transformation selbst nicht
der Engpass ist, wenn man nur verlangt, daf die Allgemeingiiltigkeit (Unerfiill-
barkeit) erhalten bleibt.

Definition 2.18. Transformation in Klauselnormalform
Folgende Prozedur wandelt jede aussagenlogische Formel in konjunktive Nor-
malform (CNT, Klauselnormalform) um:

1. Elimination von & und =
FeG@—>F=>GANGE=>F

und

F=G—>-FVGE

2. Negation ganz nach innen schieben:

——F - F
~(FAG) — —FVv-G
~(FVGE) — —FA-G

3. Distributivitit (und Assoziativitdt, Kommutativitit) iterativ anwenden, um
A nach auflen zu schieben (“Ausmultiplikation®). FV (GAH) = (FV G) A
(F'V H) (Das duale Distributivgesetz wiirde eine disjunktive Normalform
ergeben. )

Das Resultat dieser Prozedur ist eine Konjunktion von Disjunktionen (Klau-
seln) von Literalen:
(L171 \/ e \/ Ll,nl)
A (L21 V...V Lyy,)
A

A (Lg1V...VLgy,)
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oder in (Multi- )Mengenschreibweise:

{{Llyl’ cey Ll,nl},
{Lzyl’ .- ~,L2,n2},

Lk 1s ooy Ligny b}

Die so hergestellte CNF ist eine Formel, die dquivalent zur eingegebenen
Formel ist. Dieser CNF-algorithmus ist im schlechtesten Fall exponentiell, d.h.
die Anzahl der Literale in der Klauselform wichst exponentiell mit der Grofle
der Ausgangsformel.

Es gibt zwei Schritte, die zum exponentiellem Anwachsen der Formel fiithren
koénnen,

— die Elimination von <: Betrachte die Formel (4; & A;) < (A3 < A4) und
die Verallgemeinerung.
— Ausmultiplikation mittels Distributivgesetz:

Dies verdoppelt Bs und fithrt zum Iterieren des Verdoppelns, wenn B; selbst
wieder zusammengesetzte Aussagen sind.

Beuwspiel 2.19.
(AANB)=C)=>C
—a(-(AAB)VC)V T
= (AAB)v-CVvVC(C
= (AVv-CVCO)A(BV-CV(C)

2.4 Lineare CNF

Wir geben einen Algorithmus an, der eine aussagenlogische Formel F' in polyno-
mialer Zeit in eine DNF Fpyp umwandelt, wobei die Formel F' Tautologie ist
gdw. Fpnp eine Tautologie ist. Es ist hierbei nicht gefordert, dal F und Fpyp
aquivalent als Formeln sind! Beachte, dafi bei diesem Verfahren die Anzahl der
Variablen erhéht wird.

Der Trick ist: komplexe Subformeln iterativ durch neue Variablen ab-
zukiirzen. Sei F[G] eine Formel mit der Subformel . Dann erzeuge daraus
(G < A) = F[A], wobei A eine neue aussagenlogische Variable ist.

Satz 2.20. F[G] ist eine Tautologie gdw. (G < A) = F[A] eine Tautologie ist.
Hierbei muff A eine Variable sein, die nicht in F[G] vorkommt.

Beweis. “=*“ Sei F[(G] eine Tautologie und sei I eine beliebige Interpretation.
Werte die Formel (G < A) = F[A] unter [ aus: Wenn I(G < A) = 0, dann ist
die Formel unter I wahr. Wenn I(G < A) = 1, dann ist I(F[A]) = I(F[G]) = 1,
da F[G] eine Tautologie ist.
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“<=“Sei (G & A) = F[A] eine Tautologie und I eine Interpretation der
Variablen von F[G]. Wihle eine Interpretation I’; die wie I ist, aber fiir A so
gewdhlt ist, daf I(A4) = I(G). Da (G < A) = F[A] eine Tautologie ist, erhélt
man ['((G < A) = F[A]) = 1. Da I'(G & A) = 1, kann nur I'(F[4]) = 1
gelten. Da Auflerdem I'(G) = I(A), erhdlt man I'(F[G]) = I'(F[A]) = 1. D.h
Fiir alle Interpretationen I ist F[G] giiltig. O

Zunichst benotigen wir den Begriff Tiefe einer Aussage und Subformel in
Tiefe n. Beachte hierbei aber, dafl es jetzt auf die genaue syntaktische Form
ankommt: Es muf} voll geklammert sein. Man kann es auch fiir eine flachgeklopfte
Form definieren, allerdings braucht man dann eine andere Syntaxdefinition usw.

Definition 2.21. Die Tiefe ciner Subformel in Tiefe n definiert man entspre-
chend dem Aufbau der Syntaz: Zundchst ist jede Formel F eine Subformel der
Tiefe 0 von sich selbst. Sei H eine Subformel von F der Tiefe n. Dann definieren
wir Subformeln von F wie folgt:

— Wenn H = -G, dann st G eine Subformel der Tiefe n + 1
— Wenn H = (G op Ga), dann sind G, Gy Subformeln der Tiefe n+1, wobei

op ewmer der Junktoren V, A\, =, < sein kann.
Die Tiefe einer Formel sei die marimale Tiefe einer Subformel.

Wir wollen dieses Lemma jetzt auf folgende Art und Weise ausnutzen: Wegen
der Dualitét geniigt es, den Algorithmus fiir DNF zu formulieren.

Definition 2.22. Schneller DNF-Algorithmus
Wenn eine Formel bereits in der Form Hy V ...V Hy ist, und H; eine Tiefe
> 4 hat, dann ersetze H; folgendermafen: Ersetze alle Subformeln G1,...,Gn
von Hj; die in Tiefe 3 auftauchen, durch neue Variablen A;: D.h. Ersetze
H;|Gh,...,Gp] durch =(G1 & A1)V ...V =(Gr & Ap) V Hj[A1, ..., Ap] in
der Formel HyV ...V H,.

Iteriere diesen Schritt, bis er nicht mehr durchfihrbar ist.

Danach wandle die verbliebenen Teile der Disjunktion mit Tiefe < 3 in DNF
um.

Die Begriindung der verbesserten Komplexitét ist folgendermaflen: Aus einer
Formel F' der Tiefe n entsteht im ersten Schritt eine Formel der Tiefe héchstens
3 und weitere Disjunktionsglieder der Form —(G < A) (mit kleinerer Tiefe als
F). D.h. nur in G kann wieder ersetzt werden. D.h. die Anzahl der neu hinzu-
gefiigten Formel ist kleiner als die Anzahl aller Subformeln der urspriinglichen
Formel F'. Den Aufwand zur Umformung der kleinen Formeln kann man als kon-
stant ansehen. Da die Grofle der Formel F' gerade die Anzahl der Subformeln
ist, i1st die Anzahl der durchzufiihrenden Schritte linear. Je nach Datenstruktur
(zur Vermeidung von Suche) kann man den Algorithmus linear formulieren und
implementieren.

Dual dazu ist die wieder die schnelle Herstellung einer CNF, wobei hierbei
die Eigenschaft der Unerfiillbarkeit erhalten bleibt.
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Beuspiel 2.23. Wandle die Formel
(XeY)eY)eVY)eVY)eX)
um. Das ergibt:
A (XeY)eY)=(MeY)eY)eX)
Danach kann man diese Formel dann auf iibliche Weise in DNF umwandeln.

Bemerkung 2.24. Ein  Implementierung eines  Algorithmus, der For-
meln in  Klauselmengen verwandelt, kann z.B. auf der www-Seite
http://spass.mpi-sb.mpg.de gefunden werden. Das Programm heifit
FLOTTER. Es benotigt einen gewissen Vorspann: Symbole, ... ; es verlangt eine
standardisierte Syntax und erzeugt dann als Ausgabe-datei eine Klauselmenge.
Diese kann dann in einen weiteren Beweiser (SPASS) eingegeben werden. Aller-
dings hat FLOTTER einen aussagenlogischen check als Teilsystem eingebaut,
so daf} sich aussagenlogische Formeln sofort damit entscheiden lassen. Dieses
System gibt im erfiillbaren Fall ein Modell aus.

2.5 Resolution fiir Aussagenlogik

Das Resolutionsverfahren dient zum Erkennen von Widerspriichen, wobei statt
dem Test auf Allgemeingiiltigkeit einer Formel F' die Formel —F auf Unerfiill-
barkeit getestet wird. Eine Begriindung wurde bereits gegeben. Eine erweiterte
liefert das folgende Lemma zum Beweis durch Widerspruch:

Satz 2.25. Fine Formel Ay A ... N A, = F st allgemeingiiltig gdw. Ay N ... A
Ap A= F widerspriichlich ist.

Beweis. Ubungsaufgabe a
Die semantische Entsprechung ist:

Satz 2.26. {Ay,..., A,} E F gdw. es keine Interpretation I gibt, so daff I =
{44,... A, ,—F}

Die Resolution ist eine Regel mit der man aus zwei Klauseln einer Klausel-
menge eine weitere herleiten und dann zur Klauselmenge hinzufiigen kann.
Resolution:

A VBLV...VB,
—“AVCi V... VO,
BiVv..VB,VCi1V...VCy

Man nennt die ersten beiden Klauseln auch Elternklauseln und die neu her-
geleitete Klausel Resolvente.
Auf der Ebene der Klauselmengen sieht das Verfahren so aus:

¢ — CU{R}
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wobel R eine Resolvente ist, die aus zwei Klauseln von C' berechnet worden
ist. Man nimmt der Einfachheit halber an, dafl Klauseln Mengen sind; d.h. es
kommen keine Literale doppelt vor. Auflerdem nimmt man auch noch an, dafl
die Konjunktion der Klauseln eine Menge ist, d.h. nur neue Klauseln, die nicht
bereits vorhanden sind, kénnen hinzugefiigt werden. Wird die leere Klausel her-
geleitet, ist das Verfahren beendet. Denn ein Widerspruch wurde hergeleitet.

Eingesetzt wird die Resolution zur Erkennung unerfiillbarer Klauselmengen.
Es werden solange Resolventen hergeleitet, bis entweder die leere Klausel hin-
rugefiigt wurde oder keine neue Resolvente mehr herleitbar ist. Dies geschieht
meist in der Form, dafl man Axiome (als Konjunktion) eingibt und ebenso eine
negierte Folgerung, so dafl die Unerfiillbarkeit bedeutet, dal man einen Wider-
spruch hergeleitet hat.

Wenn man keine neuen Klauseln mehr herleiten kann, oder wenn besonders
kurze (aussagekriftige) Klauseln hergeleitet werden, kann man diese als ech-
te Folgerungen aus den eingegebenen Formeln ansehen, und evtl. ein Modell
konstruieren. Allerdings ist das bei obiger Widerspruchsvorgehensweise nicht
unbedingt ein Modell der Axiome, da die negiert eingegebene Folgerung dazu
beigetragen haben kann.

Satz 2.27. Wenn C — C' mit Resolution, dann ist C' dquivalent zu C".

Beweis. Wir zeigen den nichttrivialen Teil:

Sei [ eine Interpretation, die sowohl AV B V...V B, und “AVCV...VCy,
wahrmacht. Wenn [(A) = 1, dann gibt es ein Cj, so dafi I(C;) = 1. Damit ist
auch die Resolvente unter I wahr. Analog fiir den Fall 7(A) = 0.

O

Satz 2.28. Die Resolution auf einer aussagenlogischen Klauselmenge termi-
niert, wenn man emen Resolutionsschritt nur ausfiihren darf, wenn sich die
Klauselmenge vergrofiert.

Beweis. Es gibt nur endlich viele Klauseln, da Resolution keine neuen Variablen
einfiithrt. a

Ubungsaufgabe 2.29. Gebe ein Beispiel an, so dafi R sich aus Cy, Cs mit Reso-
lution herleiten 1a3t, aber C7 A Cs < R ist falsch

Da Resolution die Aquivalenz der Klauselmenge als Formel erhilt, kann
man diese auch verwenden, um ein Modell zu erzeugen, bzw. ein Modell ein-
zuschrinken. Leider ist diese Methode nicht immer erfolgreich: Zum Beispiel
betrachte man die Klauselmenge {{A, B}, {=A, ~B}}. Resolution ergibt:

{{Aa B}a {Aa _'A}a {Ba _'B}a {_'Aa_'B}}

D.h. es wurden zwei tautologische Klauseln hinzugefiigt. Ein Modell 148t sich di-
rekt nicht ablesen. Zum Generieren von Modellen ist die Davis-Putnam-Prozedur
(siche 2.6) oder ein Tableau-kalkiil (siche 2.7) geeigneter .

Was jetzt noch fehlt, ist ein Nachweis der naheliegenden Vermutung, daf die
Resolution fiir alle unerfiillbaren Klauselmengen die leere Klausel auch findet.
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Satz 2.30. Fir eme unerfiillbare Klauselmenge findet Resolution nach endlich
vielen Schritten die leere Klausel.

Beweis. Dazu geniigt es anzunehmen, daf eine unerfiillbare Klauselmenge C' exi-
stiert, die keine Herleitung der leeren Klausel mit Resolution erlaubt. Wir kénnen
annehmen, dafl es eine kleinste Klauselmenge gibt bzgl. des Mafles lzn(C) = An-
zahl der Literale < Anzahl der Klauseln (Anzahl der iiberschiissigen Literale).

Im Basisfall (d.h. lan(C) = 0) gibt es nur noch 1-Klauseln. Damit diese Klau-
selmenge unerfiillbar ist, muf} es eine Variable A geben, so dafi sowohl {A} als
auch {=A} als Klausel vorkommt. Dann ist aber noch eine Resolution méglich,
die die leere Klausel herleitet.

Sei also lzn(C) > 0. Dann betrachte eine Klausel K € (', die mehr als
ein Literal hat. Ersetzt man K durch K’, wobei ein Literal gestrichen ist, d.h.
K = K'U{L}, so erhilt man ebenfalls eine unerfiillbare Klauselmenge C’: Wére
C’ erfilllbar mit der Interpretation I, dann auch I = C. Da lzc(C’) < lzc(C),
gibt es fiir C” eine Herleitung der leeren Klausel. Wenn diese Herleitung K’
nicht (als Elternklausel) benétigt, dann kann man diese Herleitung bereits in
C machen, also benétigt diese Herleitung die Klausel K. Ubersetzt man diese
Herleitung der leeren Klausel in eine Herleitung unter Benutzung von K, so
erhilt man eine Herleitung der 1-Klausel {L}.

Betrachtet man jetzt noch die Klauselmenge C”, die aus C' entsteht, wenn
man K durch {L} ersetzt, so sieht man wie oben: C” ist unerfiillbar und
lze(C") < lze(C). Damit existiert eine Herleitung der leeren Klausel in C*.
Zusammengesetzt erhilt man eine Herleitung der leeren Klausel in C'. ad

Satz 2.31. Resolution erkennt unerfillbare Klauselmengen.

Was wir hier nicht mehr durchfiithren wollen, sondern auf die Behandlung der
allgemeinen Resolution verschieben, ist die Verwendung von Redundanzkriteri-
en. Z.B. Loschung von Tautologien, unnétigen Klauseln usw.

Die Komplexitit im schlimmsten Fall wurde von A. Haken [Hak85] (siche
auch [Ede92] nach unten abgeschétzt: Es gibt eine Folge von Formeln (die so-
genannten Taubenschlag-formeln (pigeon hole formula, Schubfach-formeln), fiir
die gilt, daBl die kiirzeste Herleitung der leeren Klausel mit Resolution eine ex-
ponentielle Lange (in der Gréfie der Formel) hat.

Betrachtet man das ganze Verfahren zur Priifung der Allgemeingiiltigkeit
einer aussagenlogischen Formel, so kann man eine CNF in linearer Zeit herstellen,
aber ein Resolutionsbeweis mufl mindestens exponentiell lange sein, d.h. auch
exponentiell lange dauern.

Beachte, dafl es formale Beweisverfahren gibt, die polynomial lange Beweise
fiir die Schubfachformeln haben. Es ist theoretisch offen, ob es ein Beweisverfah-
ren gibt, das fiir alle Aussagen polynomial lange Beweise hat: Dies ist dquivalent

zum offenen Problem NP = co-NP.

2.6 Davis-Putnam-Verfahren

Die Prozedur von Davis und Putnam zum Entscheiden der Erfiillbarkeit (und
Unerfiillbarkeit) von aussagenlogische Klauselmengen beruht auf Fallunter-
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scheidung und Ausnutzen und Propagieren der Information. Wenn man die
Vollstéandigkeit des Resolutionskalkiils fiir Pradikatenlogik inklusive einiger Red-
undanzregeln voraussetzt, (Subsumptionsregel, Isolationsregel), kann man die
Korrektheit leicht begriinden.

Definition 2.32. Resolutionsverfahren fiir Aussagenlogik (Davis-Putnam Pro-
zedur)

Ser C' eine aussagenlogische Klauselmenge. Dann wird die Davis-Putnam
Entscheidungsprozedur DP folgendermafen (rekursiv) definiert: Es ist ein Al-
gorithmus, der eine Klauselmenge als Fingabe hat, und genau dann true als
Ausgabe hat, wenn die Klauselmenge unerfillbar ist.

Als Vorverarbeitungsschritt kénnen wir annehmen, daf keine Tautologien in
der Klauselmenge enthalten sind. D.h. es gqibt keine Klausel, die gleichzeitig P
und =P fiir eine Variable P enthdlt.

1. (a) Wenn die leere Klausel in C ist: RETURN true.

(b) Wenn C die leere Klauselmenge ist: RETURN false.

2. wenn es in eine 1-Klausel {P} ({=P}) gibt, wobei P eine Variable ist, dann
verdndere C' wie folgt:

(a) Lésche alle Klauseln in denen P (—P) als Literal vorkommt.
(b) Lésche alle Vorkommen des Literals =P (P) in anderen Klauseln.
Die resultierende Klauselmenge sei C'. RETURN DP(C")

3. Wenn es isolierte Literale > gibt, wende die Léschregel fiir isolierte Literale
an. D.h. lésche die Klauseln, in denen isolierte Literale vorkommen. Die
resultierende Klauselmenge sei C”.

RETURN DP(C")

4. Wenn keiner der obigen Fille zutrifft, dann wdhle eine noch in C vorkom-

mende aussagenlogische Variable P aus.

RETURN DP(C U{P}) A DP(C'U=P)

Dies ist ein vollstdndiges, korrektes Entscheidungsverfahren fiir die (Un-
JErfiillbarkeit von aussagenlogischen Klauselmengen. Punkt 2a) entspricht der
Subsumption, Punkt 2b) ist Resolution mit anschliefender Subsumption. Punkt
3) ist der Spezialfall der isolierten Literale und 4) ) ist eine Fallunterscheidung,
ob P wahr oder falsch ist. Diese DP-Prozedur ist im allgemeinen sehr viel besser
als eine vollstdndige Fallunterscheidung iiber alle méglichen Variablenbelegun-
gen, d.h. besser als die Erstellung einer Wahrheitstafel. Die DP-Prozedur braucht
im schlimmsten Fall exponentiell viel Zeit, was nicht weiter verwundern kann,
denn ein Teil des Problems ist gerade SAT, das Erfiillbarkeitsproblem fiir aus-
sagenlogische Klauselmengen, und das ist bekanntlich N"P-vollstindig.

Der DP-Algorithmus ist erstaunlich schnell, wenn man bei Punkt 4) noch
darauf achtet, dafl man Literale auswahlt, die in moglichst kurzen Klauseln vor-
kommen. Dies erhoht namlich die Wahrscheinlichkeit, dafl nach wenigen Schrit-
ten grofle Anteile der Klauselmenge geléscht werden.

2 P ist isoliert, wenn —P nicht mehr vorkommt, entsprechend —P ist isoliert, wenn P
nicht mehr vorkommt
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Der DP-Algorithmus kann leicht so erweitert werden, dafl im Falle der Erfiill-
barkeit der Klauselmenge auch ein Modell berechnet wird. Der Algorithmus ar-
beitet depth-first mit backtracking. Wenn die Antwort “erfiillbar “ist, kann man
durch Riickverfolgung der folgenden Annahmen ein Modell bestimmen:

1. Isolierte Literale werden als wahr angenommen.
2. Literale in 1-Klauseln werden ebenfalls als wahr angenommen.

Beuspiel 2.33. Betrachte folgende Klauselmenge, wobei jede Zeile einer Klausel
entspricht.

P’ Q

-P, Q@ R

P, -Q,R

- P-Q, R

P Q, -R

-P, Q, -R

P, -Q,-R

=P, =Q, R

Fall 1: Addiere die Klausel {P}. Das ergibt nach einigen Schritten:

Q, R
-Q, R
Q, R
-Q, R

Fall 1.1: Addiere {@}: ergibt die leere Klausel.
Fall 1.2: Addiere {=Q}: ergibt die leere Klausel.
Fall 2: Addiere die Klausel {=P}. Das ergibt nach einigen Schritten:

Q
-Q R
Q -R

Weitere Schritte fiir @ ergeben

R
R

Auch dies ergibt sofort die leere Klausel. Damit hat die DP-Prozedur die
eingegebene Klauselmenge als unerfiillbar erkannt.

Ubungsaufgabe 2.34. Wende die DP-Prozedur auf weitere Klauselmengen an.
Z.B.
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~-PQ R
P -QR
~-P-QR
P Q -R
~-PQ -R
P -Q-R
P =Q R

Bewspiel 2.35. Wir nehmen uns ein Ratsel von Raymond Smullyan vor: Die
Fragen nach dem Pfefferdieb. Es gibt drei Verdéchtige: Den Hutmacher, den
Schnapphasen und die Maus. Folgendes st bekannt:

Genau einer von ihnen ist der Dieb.
Unschuldige sagen immer die Wahrheit
Schnapphase: der Hutmacher ist unschuldig.
Hutmacher: die Haselmaus ist unschuldig

Kodierung: H, S, M sind Variablen fiir Hutmacher, Schnapphase, Haselmaus und
bedeuten jeweils “ist schuldig“. Man kodiert das in Aussagenlogik und fragt nach
einem Modell.

HVSVM
H=~=(SVM)
S=-(HVM)
M=-=(HVS)
-S = -H
-H = -M

Dies ergibt eine Klauselmenge (doppelte sind schon eliminiert):

Sy O W N =

H,S M
_|H’_‘S
-H, =M
-5, M
S,—H
H,-M

Wir kénnen verschiedene Verfahren zur Losung verwenden.

1.

Resolution ergibt: 2 +5 : =H, 3+ 6 : =M. Diese beiden 1-Klauseln mit
1 resolviert ergibt: S. Nach Priifung, ob {—=H,—M,S} ein Modell ergibt,
kénnen wir sagen, dafl der Schnapphase schuldig 1st.

Davis Putnam: Wir verfolgen nur einen Pfad im Suchraum:

Fall 1: S = 0. Die 5-te Klausel ergibt dann —=H. Danach die 6te Klausel =M.
Zusammen mit (den Resten von) Klausel 1 ergibt dies ein Widerspruch.
Fall 2: S = 1. Dann bleibt von der vierten Klausel nur =M iibrig, und von
der zweiten Klausel nur =H . Diese ergibt somit das gleiche Modell.
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Beuspiel 2.36. Fin weiteres Ritsel von Raymond Smullyan:

Hier geht es um den Diebstahl von Salz. Die Verdichtigen sind: Lakai mit
dem Froschgesicht, Lakai mit dem Fischgesicht, Herzbube.

Die Aussagen und die bekannten Tatsachen sind:

— Frosch: der Fisch wars

— Fisch: ich wars nicht

— Herzbube: ich wars

— Genau elner 1st der Dieb

— hochstens einer hat gelogen

Man sieht, dafl es nicht nur um die Losung des Rétsels selbst geht, sondern
auch um etwas Ubung und Geschick, das Rétsel so zu formalisieren, dafl es von
einem Computer geldst werden kann. Man muf3 sich auch davon {iberzeugen, dafl
die Formulierung dem gestellten Problem entspricht.

Wir wollen Aussagenlogik verwenden.
Wir verwenden Variablen mit folgenden Namen und Bedeutung:

FRW Frosch sagt die Wahrheit
FIW Fisch sagt die Wahrheit
HBW Herzbube sagt die Wahrheit
FID der Fisch ist der Dieb

FRD der Frosch ist der Dieb
HBD der Herzbube ist der Dieb

Die Formulierung ist:

hochstens einer sagt die Wahrheit:
-FRW = FIW

—-FRW = HBW

-FIW = FRW

-FIW = HBW

—-HBW = FRW

—-HBW = FIW

genau einer ist der Dieb:
FIDV FRDV HBD
FID = —=FRD

FID = -HBD
FRD = -FID

FRD = -HBD
HBD = -FID
HBD = —FRD

Die Aussagen:
FRW = FID
FIW = -FID
HBW = HBD
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Die Lésung kann mit dem Davis-Putnam Verfahren gefunden werden (eine
Implementierung in Haskell ist auf der www-Seite der Vorlesung).

FRW =1,FIW =2 HBW =3,FID=4, FRD =5, HBD = 6

Da kein Parser implementiert ist: Die Kodierung als eine Klauselmengen,
wobei die Variablen durch positive Zahlen und die Negierung als negative Zahlen
dargestellt sind, so dafl n und —n komplementére Literale sind.

6], [, <b], [4, 6], [<5, 4], [<D, 6], [6, 4], [6, D],

Die berechnete Losung ist:
[5,6, 4,3, 2, <]
D.h FRW ist falsch, d.h. der Fisch hat gelogen und der Herzbube war der Dieb.

Beuspiel 2.37. Anwendung auf ein Suchproblem: das n-Damen Problem.

Es sollen Koniginnen auf einem quadratischen Schachbrett der Seitenldnge n so
plaziert werden, dafl diese sich nicht schlagen kénnen. damit die Formulierung
einfacher wird, erwarten wir, dafl sich in jeder Zeile und Spalte eine Konigin
befindet.

Ein Programm zum Erzeugen der Klauselmenge erzeugt im Fall n = 4:

[rt, 2, 3, 41, s, 6, 7, 81, [9, t0, 11, 121, [13, 14, 15, 161, [1, 5, 9, 13],

[2, 6, 10, 141, [3, 7, 11, 151, [4, 8, 12, 16],

[-1, -51, [-1, -91, [-1, -13],

-1, -21, [-i, -1, [-1, -31, [-1, -111, [-i, -41, [-1, -16], [-5, -91, [-5, -131,

[-5, -21, [-5, -6]1, [-5, -101, [-5, -71, [-5, -151, [-5, -8]1, [-9, -13],
9, -61, [-9, -10], [-9, -141, [-9, -31, [-9, -111, [-9, -12]1, [-13, -10], [-13,
13, -71, [-13, -1581, [-13, -41, [-13, -18], [-2, -61, [-2, -101, [-2, -14],

-2, =31, [-2, -711, [-2, -41, [-2, -121, [-6, -10]1, [-6, -141, [-6, -3],

6, -71, (-6, -111, [-6, -8], [-6, -16], [-10, -14]1, [-10, -71, [-10, -11], [-10,
-10, -41, [-10, -12], [-14, -11], [-14, -15], [-14, -81, [-14, -1e8], [-3, -71,
-3, -111, [-3, -1&]1, [-3, -4]1, [-3, -8], [-7, -111, [-7, -1&]1, [-7, -41, [-7,-8],
-7, -121, [-11, -18], [-11, -81, [-11, -12]1, [-11, -16]1, [-15, -12],

-15, -16]1, [-4, -8], [-4, -121, [-4, -16], [-8, -121, [-8, -16], [-12, -16]]

Das Ergebnis der DP-Prozedur sind zwei Interpretationen:
[[-4, -8, -15, 5, -13, 14, -6, -2, 12, -9, -1, 3, -16, -10, -7, -11],
[-4, 2, 8, -6, -1, 9, -12, -14, -13, -5, 15, -3, -16, -10, -7, —-111]

Die entsprechen den zwei moglichen Plazierungen im Fall n = 4.
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2.7 Tableaukalkiil fiir Aussagenlogik

Im folgenden betrachten wir einen Kalkiil, der in verschiedenen Formen und
Auspriagungen viele Einsatzbereiche hat: u.a Aussagenlogik, Pradikatenlogik,
Modallogik, mehrwertige Logik, und Programmanalysen.

Ein Tableau ist i.a. eine baumférmig organisierte Datenstruktur, die mit (be-
liebigen) Formeln markiert ist, und die mit geeigneten Regeln aufgebaut wird.
Die Formel an der Wurzel ist bewiesen (ein Tautologie), wenn das Tableau (der
Baum) bestimmte Bedingungen erfiillt. Wir betrachten hier eine Variante des
sogenannten analytischen Tableau-kalkiils, der eine komplexe Formel Schritt fiir
Schritt vereinfacht und am Ende Literale an den Blattern hat. Die zu iiber-
priifende Bedingung betrifft jeweils die Formeln auf den Pfaden.

Grundbegriffe fiir den aussagenlogischen Tableaukalkiil sind:

— a-Formeln (konjunktive Formeln) und
— f-Formeln (disjunktive Formeln)

Beachte, daf3 die Negationszeichen nicht nach innen gezogen sind.
Die direkten Unterformeln der a-Formeln sind:

(074 |a1 9
XANY X Y

S(XVY) |-X Y
(X = Y)|X —Y

(XeY) X=YY=X

Die direkten Unterformeln der S-Formeln sind:

B EA I
XVY X Y
(X AY) X -y
X=Y) |-X Y

(X eV (X=Y)(Y = X)

Es gilt: o ist dquivalent zu (a1 A «3), und 7 ist Aquivalent zu (81 V B2).

Tableau-Kalkiil fiir Aussagenlogik Ziel des Tableaukalkiils ist: Beweise, dafy
eine Aussage A eine Tautologie ist. Damit kann man auch zeigen, dafl eine Aus-
sage B aus einer Menge von Aussagen A, ..., A, folgt: nAmlich durch den Nach-
weis, dafl A; A ... A A, = B eine Tautologie ist.

Idee beim Tableau-Kalkiil: Zeige, dal die Verneinung eine inkonsistente Aus-
sage 1st.

Definition 2.38. Fin (aussagenlogisches) Tableau ist ein markierter Baum, wo-
ber die Knoten mit aussagenlogischen Formeln markiert sind.

— FEwn Pfad ist geschlossen, wenn 0 oder =1 vorkommt, oder eine Formel X
existiert, so daff auch =X auf diesem Pfad ist.
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— Ein Pfad ist (atomar) geschlossen, wenn 0 oder =1 vorkommt, oder ein Atom
A existiert, so daff auch = A auf diesem Pfad ist. Fin Tableau ist (atomar)
geschlossen, wenn alle Pfade (atomar) geschlossen sind.

Man kann die Regeln ansehen als Tableau-aufbauregeln oder als Transforma-
tionsregeln auf Tableaus. Wir werden die Sichtweise der Tableau-aufbauregeln
verfolgen, denn dann gibt es keinen Unterschied zwischen der Situation beim
Aufbau und der Situation des fertigen (geschlossenen) Tableaus. Im Falle von
Transformationsregeln kénnte es sein, daB das fertige Tableau keine Uberpriifung
der Aufbauregeln zulafit.

Definition 2.39. Der Tableaukalkil TK 4 hat als Eingabe cine Formel F. In-
wial wird ein Tableau mit einem Knoten und der Formel —=F erzeugt. Danach
werden ausgehend vom initialen Tableau weitere Tableaus erzeugt mit folgenden
Expansionsregeln:

X o B 0 -l
X ar G| p 1 0
an

Diese Regeln sind wie folgt zu verstehen: Sei 8 ein Pfad im Tableau T, und
die obere Formel I, eine Markierung eines Knotens auf diesem Pfad, dann er-
weitere das Tableau durch Verlingern des Pfades 6 (d.h. Anhingen an das Blatt
des Pfades) um einen mit der unteren Formel F, markierten Knoten. Stehen
unten zwei oder mehrere durch | getrennte Formeln, dann sollen entsprechend
viele Bldtter als Tdéchter angehdngt werden,mit der jeweiligen Formel markiert.
Danach verzweigt der Pfad 0 am alten Blatt zu mehreren Pfaden.

Stehen zwei oder mehr Formeln untereinander, dann sollen in Folge an den
Pfad 0 zwei oder mehrere Blitter (mit den jeweiligen Formeln markiert) an-
gehdngt werden.

Wenn oben eine a-Formel steht, erweitere erst um a1, dann den neuen Kno-
ten um as. Wenn oben eimne 3-Formel steht, hinge zwei markierte Knoten als
Téchter an, eine mit 81 eine mit B3 markiert.

Als Ewnschrinkung wird verwendet, daf jede Formel auf jedem Pfad nur ein-
mal analysiert (bzw. expandiert) wird.

Ein Formel F st bewiesen, wenn aus dem Tableau mit einem Knoten und
der Formel —~F ein geschlossenes Tableau erzeugt worden ist.

Im allgemeinen wird man die Formel direkt am Blatt markieren. Allerdings
kommt es auch vor, dafl eine Formel, die nicht das Blatt ist, expandiert wird.

Diese Regeln sind nicht-deterministisch, d.h. es gibt keine genaue Angabe,
welche Formel zu expandieren ist. Diese Formulierung ist gew&hlt, um eine
moglichst grofle Freiheit bei der Anwendung zu haben, mit der Garantie, dafl
die Anwendung korrekt bleibt. Allerdings sollte man in einer effizienten Imple-
mentierung zunichst die besten Schritte machen: D.h. m&glichst wenig verzwei-
gen. Dies wird durch Bevorzugung der a-Regeln erreicht. Aulierdem sollte man
Formeln nicht zweimal auf dem gleichen Pfad expandieren.
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Beispiel 2.40. Wir zeigen ein (das) Tableau fiir X A =X

X N-X

|
X

|
-X

Beispiel 2.41. Ein Tableau fir =-(X AY = X):

(X AY = X)

|
XAY

|
-X

|
X

|
Y

Beide Tableaus sind geschlossen.

Zur Optimierung der Analyse von Aussagen der Form A < B, gibt es eine
bessere Alternative:
Erfinde neue Tableau-expansionsregeln

A< B
Al=A
B|-B

-(A < B)
A [-A
-B| B

Ubungsaufgabe 2.42. Gebe die Tableauregeln fiir XOR an.
Beachte: A XOR B ist dquivalent zu =(A < B).

Hat man die Aufgabe zu zeigen, dafi B aus A;,..., A, folgt, so kann man
daraus sofort ein Tableau machen:



Beispiel 2.43. Zeige, dal P = (@ = P) eine Tautologie ist:

~(P=(Q=P))

Das Tableau ist geschlossen, da P und =P auf dem einen Pfad liegen.
Beispiel 2.44. (P = Q)N (Q = R)) = (P = R):

(P T Q)
(@ T R)
-(P = R)

|
P

/N

/N

geschlossen Q) R

beide geschlossen

Der Nachweis der algorithmischen Korrektheit des Tableaukalkiils fiir Aussa-
genlogik besteht aus zwei Teilen:

1. Korrektheit (Soundness): Der Kalkiil erzeugt geschlossene Tableaus nur fiir
Tautologien

2. Vollstandigkeit (completeness): Fiir jede Tautologie kann der Tableaukalkiil
ein geschlossenes Tableau erzeugen.

Im folgenden verwenden wir “Korrektheit® im Sinne der soundness.
Definition 2.45. Ein Pfad eines Tableaus ist erfiillbar, wenn die Konjunktion

aller Formeln auf dem Pfad erfiillbar ist. Ein Tableau ist erfiillbar, wenn es einen
Pfad gibt, der erfillbar ist.
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Beachte: Wenn eine Menge die Formel 0 oder —1 enthélt, dann ist sie nicht
erfiillbar.

Ein geschlossenes Tableau ist nicht erfiillbar.

Lemma 2.46. Fir die Tableau-Expansionsregeln qilt: Wenn T zu T’ expandiert
wird, dann st T erfillbar gdw. T" erfiillbar.

Beweis. “=% Es geniigt, sich einen erfiillbaren Pfad # anzuschauen, und eine
Interpretation I der aussagenlogischen Variablen zu wihlen, die alle Formeln
des Pfades wahr macht und alle Falle der Expansionsregeln durchzugehen.

— Wenn ==X in 6, dann ist J(—-—X) = 1 wahr, also auch I(X) =1

— Wenn fiir die o-Formel X AY gilt, dal I[(X AY) = 1, dann auch I(X) =
I(Y)=1.

— Wenn fiir die g-Formel X VY gilt dafi I(X VYY), dann gilt auch entweder
I(X) = Loder I(Y) = 1. Somit ist einer der Pfade, die # fortsetzen, erfiillbar,
entweder der mit dem Blatt X, oder der mit dem Blatt Y.

— Analog fiir die anderen a und G-Formeln.

“«<=“ Wenn ein Pfad in T erfiillbar ist, dann ist auch der verkiirzte Pfad in
T, der den Pfad T’ erzeugt hat, erfiillbar. a

Korollar 2.47. Der Tableaukalkil T K 4 tst sound.

Beweis. Gegeben eine Formel F| die keine Tautologie ist. Dann ist = F erfiillbar.
Der Tableaukalkiil startet mit —F', also ist das initiale Tableau erfiillbar, also
auch alle daraus erzeugten, insbesondere kann kein geschlossenes Tableau erzeugt
werden. a

Die Vollstandigkeit kann im Fall der Aussagenlogik auf relativ einfache Wei-
se gezeigt werden, allerdings ist diese Beweis-methode nicht auf allgemeinere
Logiken iibertragbar.

Zwischenziel: Zeige die Terminierung des Tableaukalkiil fiir Aussagenlogik.

Bemerkung 2.48. Erinnerung:

Ein fundierte (well-founded) Ordnung ist eine partielle Ordnung > auf einer
Menge M, so dafl es keine unendlich absteigenden Ketten a; > as > ... in M
gibt.

Es gilt: Die lexikographische Kombination von fundierten Ordnungen ist wie-
der fundierte Ordnung. D.h. Seien M;,>; und M>,>s fundierte Ordnungen.
Dann ist My x My mit der Ordnung (mq, ma) >12 (m),mb) gdw. my > m}
oder (m; =1 m} und my >3 m}) fundiert.

Eine weitere niitzliche Konstruktion von fundierten Ordnungen gibt es mit-
tels Multimengen, sogenannte Multimengenordnungen: Sei (M, >) eine Menge
mit fundierter Ordnung, dann kann man auf Multimengen (Mengen bei denen
mehrfaches Vorkommen von Elementen erlaubt ist) iber M eine Ordnung er-
klédren:

Seien A und B Multimengen iiber M, dann definiert man A >> B, wenn es
weitere Multimengen X und YV gibt, so dal B = (A\ X)UY und es zu jedem
Element von Y ein echt grofleres Element in X gibt.
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Es gilt: Die Multimengenordnung >> ist eine partielle Ordnung. Sie ist fun-
diert, gdw. > fundiert ist.

Z. B Nimmt man die natiirlichen Zahlen mit der >-Ordnung, dann gilt
{3,3,2,1} >> {3,2,2,2},denn {3,2,2,2} = {3,3,2, 1}\ {3, 1} U {2,2,2}.

Mit folgender Steuerung terminiert der Tableaukalkiil: Jede Formel wird auf
jedem Pfad nur einmal expandiert.

Beachte, daf} eine Formel die als Markierung eines Knoten auftritt, mogli-
cherweise mehrfach expandiert werden muf}; da mehrere Pfade hindurchgehen
konnen. Dies ist unabhéngig von der Art der Formel.

Jeden Pfad kénnen wir einem Blatt zuordnen, dem Endknoten des Pfades.

Lemma 2.49. Der Tableaukalkiil fir Aussagenlogik terminiert , wenn man jede
Formel auf jedem Pfad héchstens einmal expandiert.

Bewets. Wir konstruieren ein fundiertes Maf fiir die Grofie eines Tableaus als
Multimenge, so dafl jede Expansionsregel dieses Maf} verkleinert.

1. Die Grofle einer Formel sei eine gewichtete Anzahl der Zeichen: Das Zei-
chen < wird doppelt gezdhlt, Klammern werden nicht gezdhlt, alle anderen
einfach.

2. Die Grofle eines Pfades wird gemessen durch die Multimenge der Gréfle der
Formeln an seinen Knoten, wobei der Expansions-status fiir diesen Pfad
noch beriicksichtigt werden mufl: Ein Knoten wird nur dann in das Mafl
aufgenommen, wenn er auf diesem Pfad noch nicht expandiert worden ist.

3. Die Grofle des Tableaus ist die Multimenge der Gréfe aller nicht geschlosse-
nen Pfade.

Betrachte typische Félle der Expansionsregeln:

— ==X — X macht einen Pfad kleiner, unabhéngig von der Art der Formel
X, da danach ==X in diesem Pfad schon expandiert wurde. D.h. im Maf
des Pfades wird die Gréfle von ==X durch die Grofle von X ersetzt.

— X AY wird durch X,V ersetzt. D.h. gr(X) + gr(Y) + 1 wird im Maf des
Pfades durch {gr(X),gr(Y)} ersetzt. Analog fiir die anderen a-Formeln.

— X VY wird durch X | Y ersetzt. D.h. es werden zwei Pfade erzeugt. D.h
ein Pfad 6 wird durch zwei andere ersetzt. Im Mafl wirkt sich das wie folgt
aus: Da gr(X VY) > gr(X),gr(Y) fir alle Formeln X,Y. Dadurch wird
gr(f) >> gr(0y) und gr(f) >> gr(f:). Damit wird die Multimenge aller
Pfade kleiner.

- X &Y wird durch X = Y und ¥ = X ersetzt. Da gr(X © V)<l =
gr(X = Y), kann man die gleiche Argumentation wie oben anwenden.

— Andere Fille analog.

Das zugehérige MaB fiir das Tableau ist fundiert, also terminiert das Verfah-
ren. O

Definition 2.50. Fine (aussagenlogische) Hintikka-Menge ist eine Menge H
von aussagenlogischen Formeln, fiir die folgendes gilt:
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FEs kann nicht gleichzeitig A € H und - A € H fiir etn Atom A gelten.
0¢ H-1¢H

—XcH=XecH

aocH=>a,€H unday € H

B € H impliziert 8y € H oder 35 € H

S Lo e~

Lemma 2.51.  (Hintikka) Jede aussagenlogische Hintikka-Menge ist erfill-
bar.

Beweis. Wir zeigen, dafl es eine Interpretation gibt, so dal jede Formel in H
den Wert 1 erhélt. Wenn eine Variable A € H, so definiere I(A) := 1, wenn
—A € H, dann definiere I(A) := 0, wenn weder A noch =4 in H, dann definiere
I(A) beliebig, z.B. I(A) := 1. Induktion iiber die Termstruktur zeigt jetzt, daf
fiir alle Formeln F' € H, I(F) = 1 gilt. O

Lemma 2.52. Sei T' ein Tableau, auf das keine Ezpansitonsregeln mehr ange-
wendet werden kénnen. Dann ist jeder Pfad entweder geschlossen oder entspricht
emer aussagenlogischen Hintikka-Menge.

Beweis. Wenn ein nicht geschlossener Pfad existiert, dann zeigen die Expansi-
onsregeln, daf} dieser Pfad dann eine Hintikka-Menge ist. Hierbei geniigt entspre-
chend der oben angegebenen Steuerung daf jede Formel nur einmal expandiert
wird. a

Satz 2.53. Der Tableaukalkil fiir Aussagenlogik terminiert, ist korrekt und
vollstindig.

Beweis. Wir haben schon die Korrektheit gezeigt. Wir betrachten den Fall, dal
eine Tautologie eingegeben wird. In diesem Falle terminiert das Verfahren. Wenn
ein Pfad existiert, der nicht geschlossen ist, so ist die Menge seiner Markierungen
eine Hintikka-Menge, also erfiillbar, und somit auch die eingegebene Formel, was
der Voraussetzung widerspricht. Also ist jeder Pfad geschlossen. a

Lemma 2.54. Der Tableaukalkil konstruiert fir erfillbare Formeln ein Modell.
Ein Modell kann man ablesen an jedem Pfad, der nicht geschlossen ist, aber
auch nicht weiter expandiert werden kann.

Begriindung. Da erfiillbare Tableaus solange expandiert werden, bis alle Pfade
entweder geschlossen sind oder eine Hintikka-Menge darstellen, erhédlt man zu-
mindest einen Pfad mit einer Hintikka-Menge, wenn man das Tableauverfahren
startet mit einer erfiillbaren Formel an der Wurzel . Dies ergibt ein Modell fiir
einen Pfad. Beachtet man, dafl im Beweis oben fiir erfiilllbare Tableaus 71", die
zu T" expandiert werden, die Interpretation erhalten bleibt, kann man schlielen,
das die in diesem Pfad enthaltenen Atome ein Modell der Formel an der Wurzel
definieren.
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3 Uberblick iiber den Aufbau und Funktionsweise eines
Automatischen Deduktionssystems am Beispiel eines
Resolutionsbeweisers

Ein implementiertes Automatisches Deduktionssystem baut sich im wesentli-
chen aus vier Schichten auf — Logik, Kalkiil, logisches Zustandsiibergangssystem
und Steuerung. Im folgenden sollen die Ideen informell skizziert werden. Spéater
werden diese in Definitionen prazisiert.

Logik Die unterste Schicht eines Deduktionssystems wird durch eine Logik ge-
bildet, die mit der Festlegung der Syntax einer formalen Sprache und deren
Semantik die zuldssige Struktur und die Bedeutung von Aussagen vorgibt. Aus-
sagen entsprechen Formeln der Logik. Die gewéhlte Logik bestimmt ganz kon-
kret, welche Arten von Aussagen erlaubt und welche verboten sind. Beispiels-
weise kann sie festlegen, dafl eine Quantifizierung “Fiir alle Zahlen gilt ... “
erlaubt, eine Quantifizierung “Fiir alle Funktionen iiber natiirlichen Zahlen gilt
... “dagegen verboten sein soll. Die Definition einer Bedeutung (Semantik) fiir
die Formeln liefert dariiberhinaus eine Beziehung zwischen Aussagen, die als
“aus A folgt B* gedeutet werden kann. Damit ist ein semantischer Folgerungs-
begriff etabliert, der zunédchst jedoch in keiner Weise hilft, fiir gegebene A und B
algorithmisch zu bestimmen, ob B wirklich aus A folgt. Wie in den Motivations-
beispielen schon angedeutet wurde, gibt es jedoch nicht die eine Logik, sondern
dhnlich wie bel Programmiersprachen gibt es eine ganze Hierarchie von Logi-
ken mit vielen unterschiedlichen Varianten und Erweiterungen nach verschiede-
nen Richtungen. Jede von ihnen formalisiert ganz bestimmte Grundkonzepte,
auch wiederum #hnlich wie in Programmiersprachen. Genauso wie man sich fiir
normale Anwendungen eine moglichst gut geeignete Programmiersprache aus-
sucht, mufl man fiir konkrete deduktive Anwendungen eine adidquate Logik
auswahlen. Fir einfache Puzzles kann die Aussagenlogik ausreichen, wé&hrend
fiir kompliziertere Anwendungen und Beispiele (wise-man puzzle) eine Multi-
Modallogik gut geeignet ist. Eng mit der Auswahl der Logik verkniipft ist die
Frage der Formulierung eines Problems, d.h. “wie formuliere ich das Problem in
der jeweiligen Logik am besten?“. Z. B. hatte man das wise-man puzzle auch
rein in Pradikatenlogik formulieren kénnen. Offensichtlich ist diese Formulierung
schwieriger. Damit stellt sich auch die Frage; “ist das Problem tiberhaupt richtig
formuliert 7, also nach der “Korrektheit“ der Formulierung.

Die elementarste Logik ist die Aussagenlogik. Sie formalisiert die Grund-
konzepte wahr und falsch und fithrt darauf die Booleschen Verkniipfungen
=, A, V,=,& ... ein. In Aussagenlogik kann man z.B. “ es-regnet = Strafle-
wird-nass“ hinschreiben, aber nicht tiber irgendwelche Mengen quantifizieren.
Das Problem, herauszufinden, ob eine Aussage aus einer anderen folgt ist in
Aussagenlogik entscheidbar.

Das gilt jedoch nicht mehr in der ndchstkomplizierten Logik, der Gleichungs-
logik. Neben Quantifizierungen iiber Mengen fithrt Gleichungslogik das Konzept
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der Funktion ein. Man kann dann z.B. hinschreiben:
Ve,y: e+0=zAz+s(y) =s(z+vy)

Die Formel beschreibt die Addition auf natiirlichen Zahlen wobei s(x) als z + 1
zu interpretieren ist. Man muf} aber beachten, dafl s eine syntaktische Reprasen-
tation der +1-Funktion ist, und nicht die Funktion selbst. Betrachtet man die
tatsichlichen Zahlen als Abkiirzungen fiir entsprechend viele Verschachtelungen
der Funktion s, dann kann man mit Hilfe dieser Axiome schon richtig rechnen.
Zum Beispiel ergibt sich:

342 =1s(s(s(0))) +s(s(0)) = s(34+s(0)) = s(s(34+0)) =s(s(3)) =5

Gleichungslogik ist aber wiederum nur ein Spezialfall von Prddikatenlogik, wo
neben der ganz speziellen Relation der Gleichheit ganz allgemeine Relationen als
neues Konzept hinzukommen. Hier kann man dann beispielsweise formulieren:

Va,y: Katze(x) A Vogel(y) = Mag(x,y)Katze(Gar field) A Vogel(Tweety)

“Katze“ und “Vogel“ bezeichnen einstellige Relationen, die auf ein Objekt zu-
treffen konnen oder nicht. “Mag® bezeichnet eine zweistellige Relation. In der
Préadikatenlogik gibt es Relationen mit beliebiger Stelligkeit.

Eine weitere Logik ist zum Beispiel die Modallogik, die man zur (automati-
schen) Losung des Wise Men Puzzles benutzen kann. Das Grundkonzept, das bei
den Modallogiken hinzukommt, ist das der Zustdnde — manchmal auch Welten
genannt — und der Zustandsiibergénge. Wie beim Wise Men Puzzle macht es
offensichtlich Sinn, nicht nur iiber eine Welt zu reden, in der eine Aussage einen
bestimmten Wahrheitswert hat, sondern es kann notwendig sein, gleichzeitig
iiber viele verschieden hypothetische Welten und deren Beziehungen zueinander
zu reden. Genau das ist mit Modaloperatoren in sehr eleganter Weise moglich.
Beim wise-man-puzzle kann man sich vorstellen, dass jeder ein eigene Menge von
gliltigen Aussagen haben kann.

Von Logikern und Philosophen wurden noch eine Unzahl anderer Logiken
und deren Beziehungen zueinander untersucht. Fiir eine konkrete Anwendung
ist die Situation daher wie bei der Wahl einer geeigneten Programmiersprache.
Die beste ist die, die das, was in der Anwendung vorkommt méglichst einfach
und elegant zu formulieren erlaubt, und fiir die es einen moglichst guten Com-
piler oder Interpretierer gibt. Die Formalismen, die man braucht, um eine Logik
zu beschreiben und zu untersuchen sind zunichst eine Beschreibung der Syn-
tax, d.h. der Grammatik der Sprache und eine Beschreibung der Bedeutung der
syntaktischen Elemente, d.h. der Semantik. Der Semantikformalismus, der uns
hier interessiert, geht zuriick auf Alfred Tarski und wird deshalb auch Tarski-
Semantik genannt. Die Idee ist, eine Abbildung der syntaktischen Elemente auf
mathematische Objekte anzugeben, und diese Abbildung zu benutzen, um dann
Terme auf Objekte einer bestimmten Menge, der. sogenannten Trdgermenge oder
auch Universum genannt, abzubilden, und Formeln zu wahr oder falsch zu eva-
luieren. Eine solche Abbildung heifit auch Interpretation. Typischerweise bildet
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man in diesem Formalismus Konstanten- und Variablensymbole auf Elemen-
te der Tragermenge, Funktionssymbole auf Funktionen und Pradikatensymbole
auf Relationen ab. Eine solche Abbildung, die eine Formel wahr macht heift
Modell der Formel. Zum Beispiel kann man fiir die Formel

Katze(Garfield) A Vogel(Tweety)

als Tragermenge tatsichlich die Menge aller Katzen und Voégel nehmen.
Das Préadikatensymbol “Katze® wird auf die Relation Katze abgebildet, d.h.
Katze(x) trifft zu wenn z wirklich eine Katze ist. Entsprechend machen wir das
mit dem Symbol “Vogel“. Wenn jetzt die Konstantensymbole “Garfield* und
“Tweety “ tatsdchlich auf eine Katze bzw. Vogel abgebildet werden, dann ist die
Formel wahr und wir haben damit ein Modell der Formel. Wenn wir stattdessen
das Symbol “Garfield“ auf einen Vogel abbilden, dann ist die Formel falsch und
die Interpretation ist kein Modell. Genausogut kénnen wir auch als Trigermen-
ge die natiirlichen Zahlen nehmen und das Prédikatensymbol “Katze® auf die
Relation gerade und das Priadikatensymbol “Vogel“ auf die Relation ungerade
abbilden. Wenn jetzt z.B. “Garfield “ auf die 0 und “Tweety “ auf die 1 abgebildet
wird haben wir wieder ein Modell der Formel. Man bezeichnet eine Formel als all-
gemeingiiltig oder als Tautologie wenn sie unter allen Interpretationen wahr ist.
Typische Tautologien sind “PV =P * aber auch Formeln wie “Euklidische Geo-
metrieaxiome = Satz des Pythagoras®“. Formeln, die unter keiner Interpretation
wahr sind heiflen unerfillbar oder widerspriichlich. Typische Widerspriiche sind
“PA=P“ aber auch Formeln wie “= (Euklidische Geometrieaxiome = Satz des
Pythagoras)“. Formeln, die weder allgemeingiiltig noch widerspriichlich sind, die
man also je nach Interpretation wahr oder falsch machen kann, heiflen erfillbar.
Die obige Formel Katze(Garfield) A Vogel(Tweety) ist von diesem Typ. Die
Tarski Semantik erlaubt die Definition eines semantischen Folgerungsbegriffs:
F = G (G folgt aus F) falls G in allen Modellen von F gilt. Das heift, wie im-
mer auch die Symbole, die in F' vorkommen interpretiert werden, falls F' unter
dieser Interpretation wahr ist, mufl auch GG unter dieser Interpretation wahr sein.
Dieser semantische Folgerungsbegriff definiert priazise, was “Folgerung® heiflen
soll. Da die Anzahl der mé&glichen Interpretationen meist unendlich ist, gibt sie
aber keinen Hinweis, wie man die Folgerungsbeziehung fiir zwei konkrete For-
meln F und G auch tatsichlich iiberpriifen kann (das ist Sache der zweiten
Stufe eines Deduktionssystems, des Kalkiils). Spezielle Fragestellungen, die man
auf der Ebene der Logiken noch untersucht, sind z.B. die Beziehung zwischen
semantischer Folgerung und syntaktischer Implikation, d.h. die Frage, ob das
sogenannte Deduktionstheorem gilt:

F E G gdw. F = (G allgemeingiiltig.

In Pradikatenlogik gilt es, in anderen Logiken nicht unbedingt. Eine andere Fra-
gestellung ist mehr anwendungsorientiert, ndmlich die Frage nach der Existenz
von Ubersetzern, die Formeln einer Logik in eine andere iibersetzen. Analog wie
bei der Entwicklung einer Programmiersprache ein Compiler die Ausfithrung von
Programmen erheblich beschleunigen kann, kann ein Ubersetzer zwischen Logi-
ken den Test der Folgerungsbeziehung erheblich erleichtern. Beispiele fiir solche
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Ubersetzer sind die Transformation von epistemischer Logik in Pradikatenlogik,
die bei der Losung des Wise Men Puzzles benutzt werden kann. Ein weiteres
Beispiel ist die Transformation in Klauselnormalform. Klauselnormalform ist ei-
ne echte Unterklasse der Pradikatenlogik, so dafl man diese Transformation auch
als Ubersetzung in eine andere Logik sehen kann.

Kalkiil Der in der Logik definierte semantische Folgerungsbegriff hilft meist
nicht, fiir gegebene A und B algorithmisch zu bestimmen, ob B wirklich aus
A folgt. Dies ist Aufgabe des Kalkiils, der zweiten Schicht eines Deduktions-
systems. Ein Kalkiil definiert syntaktische Ableitungen als Manipulationen auf
den (syntaktisch gegebenen) Formeln. Damit kann aus einer Formel A durch
reine Symbolmanipulation eine Formel B gewonnen werden, wobei die Bedeu-
tung der in A und B vorkommenden Symbole iiberhaupt keine Rolle spielt.
Ein syntaktisch aus A abgeleitetes B soll aber trotzdem semantisch folgen und
umgekehrt. Ein korrekter Kalkiil stellt daher nur solche Ableitungsoperationen
zur Verfiigung, die garantieren, dafl alles syntaktisch Ableitbare auch semantisch
folgt. Wenn umgekehrt alles, was semantisch folgt, auch syntaktisch ableitbar ist,
st der Kalkiil vollstdandig. Es gibt auch Kalkiile, die statt auf Formeln auf an-
deren Datenstrukturen operieren, z.B. i) Folgen von Formeln (Sequenzenkalkiil)
, 11) Mengen von Formeln, iii) auf einem Graph, der u.a. mit Formeln markiert
ist.

Nach dem Unvollstandigkeitssatz von Kurt Godel [God31] sind vollstindige
Kalkiile ab einer gewissen Ausdrucksstédrke der Logiken jedoch nicht moglich.
Dazu gehort die sogenannte Préadikatenlogik zweiter Stufe, in der neben Quan-
tifizierungen {iber Mengen auch Quantifizierungen iiber Funktionen iiber den
Mengen erlaubt sind. Hierzu z&hlt auch die Logik, die die Theorie der natiirlichen
Zahlen beschreibt, d.h. alle Formeln die genau fiir die natiirlichen Zahlen gelten.
In diesen Logiken gibt es Aussagen, die iiber den semantischen Folgerungsbegriff
aus anderen folgen, was aber mit keinem Kalkiil, der nur mit Symbolmanipula-

tion arbeitet, nachgewiesen werden kann.

Ihedm oo

soll bedeuten, wenn F1, ..., F, schon abgeleitete Formeln sind, dann ist es auch
erlaubt, die Formel F' abzuleiten. Eine typische Ableitungsregel dieser Art ist
die Instantiterungsregel:

Meist werden Ableitungsregeln folgendermaflen geschrieben:

Vo : Flx]

Flt/x]

Dabei ist F[z] eine Formel, in der die Variable # vorkommt und F[t/z] ist
eine Variante von F'| bei der alle Vorkommnisse von & durch den Term ¢ ersetzt
worden sind (¢ ist beliebig). Die Regel besagt, daf} eine Aussage, die fiir alles gilt
(Vi) auch fiir jedes spezielle Objekt gilt. Zweimal angewendet 148t sich damit
zum Beispiel aus

Va,y: Katze(x) AVogel(y) = Mag(x,y)
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ableiten:
Katze(Garfield) A Vogel(Tweety) = Mag(Garfield, Tweety)

Eine weitere Regel dieser Art ist die Modus Ponens Regel, die schon auf die
griechischen Philosophen zuriickgeht:

A=1B
A
B

Sie driickt folgendes aus: wenn es gilt, dafl aus der Aussage A die Aussage B
folgt und wenn weiterhin bekannt ist, dafl die Aussage A tatsdchlich wahr ist,
dann darf man annehmen, dafl auch die Aussage B wahr ist.

Beide Regeln, die Instantiierungsregel als auch die Modus Ponens Regel eig-
nen sich als reine Zeichenkettenmanipulationen und lassen sich daher problemlos
auf einem Rechner ausfithren.

Typische Fragestellungen auf der Kalkiilebene sind folgende:

Korrektheit eines gegebenen Kalkiils: Folgt alles abgeleitete auch semantisch?
Vollstandigkeit eines gegebenen Kalkiils: Lafit sich alles semantisch folgerbare
auch ableiten?

Fiir die Praxis hat sich gezeigt, daBl die Vollstdndigkeit so wie oben definiert
an den Kalkiil leicht angepasst werden mufl. Was man z.B. bei Resolutions-
beweisern wirklich braucht ist die Widerlegungsvollstindigkeit: Wenn aus einer
Aussage F' eine Aussage GG semantisch folgt, ist dann ein Widerlegungsbeweis
fir F' A =G moglich? Resolution ist z.B. ein Kalkiil, der nicht vollstédndig , aber
widerlegungsvollstdndig ist. Beispielsweise folgt aus A die Aussage AV B. Sie ist
aber nicht mit Resolution ableitbar. Jedoch ist A A=(AV B)(= AA—-AA-B)
mit Resolution widerlegbar. Eine weiteres Problem im Bereich der Kalkiile ist
die Frage nach der Effizienz eines Kalkiils. Dabei betrachtet man meist zwel
Effizienzkriterien, i) die Verzweigungsrate im Suchraum und die ii) Linge der
Beweise. Die Regeln eines Kalkiils sind im allgemeinen an vielen verschiedenen
Stellen einer Formelmenge anwendbar. Nicht alles, was damit abgeleitet wird, ist
jedoch fiir den gesuchten Beweis brauchbar. Daher definieren die Regeln eines
Kalkiils einen Suchraum, der durch irgendein Suchverfahren abgesucht werden
mufl. Je grofer die Verzweigungsrate, d.h. je mehr Stellen es in der aktuellen
Formelmenge gibt, auf die die Kalkiilregeln anwendbar sind, desto aufwendiger
ist meist die Suche. Die Verzweigungsrate ist jedoch kein generelles Kriterium.
Ist die Verzweigungsrate niedrig, liegt aber dafiir der gesuchte Beweis sehr tief
im Suchraum, dann ist auch nicht viel gewonnen. Was man braucht ist einer-
seits eine moglichst kleine Verzweigungsrate und andererseits Kalkiilregeln, die
einen Beweis mit moglichst wenig Schritten finden, und diese Schritte sollen mit
moglichst wenig Aufwand berechenbar sein. Die Kunst des Kalkiilentwerfens be-
steht darin, solche Kalkiile zu entwickeln, die einen guten Kompromiss zwischen
allen drei Faktoren bilden.
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Die rein syntaktisch arbeitenden Kalkiile wie Resolution, die nichts von der
Bedeutung der Symbole, die sie manipulieren wissen, sind zwar im Prinzip aus-
reichend. Fiir viele hdufig vorkommende Konstrukte kennt man jedoch Algorith-
men und Kalkiile, die spezielle Probleme erheblich schneller und besser 16sen als
die universell anwendbaren Kalkiile. Niemand wiirde zum Beispiel auf die Idee
kommen, die Gleichung 3 +4 = & mit einem universellen Kalkiil wie Resolution
zu 16sen. Das rechnet man einfach aus. Daher besteht ein weiterer Zweig der
Kalkiilentwicklung darin, Algorithmen fiir wichtige Spezialfélle zu integrieren,
bzw. erst iiberhaupt zu entwickeln. Als ein Rahmenkonzept dafiir hat sich die von
Mark Stickel vorgeschlagene Theorieresolution [Sti86] als sehr niitzlich gezeigt.
Die Idee dabei ist, einen Resolutionsschritt nicht mehr iiber die syntaktische
Komplementaritdat — gleiches Pradikatensymbol und Argumente, verschiedenes
Vorzeichen — sondern tiber semantische Widerspriichlichkeit der Resolutionslite-
rale zu steuern. Diese semantische Widerspriichlichkeit kann von einem speziellen
Algorithmus, der iiber die Bedeutung der vorkommenden Symbole etwas weif3,
getestet werden. Beispielsweise kann man damit folgern:

a<bvP
a>bVvQ@
rPvQ

eben weil ¢ < b und a > b unter der {iblichen Bedeutung von < und >
widerspriichlich sind. Ein Teil des Skripts ist solchen Spezialverfahren gewidmet.

Logische Zustandsiibergangssysteme Die dritte Schicht eines Deduktions-
systems, die Schicht der logischen Zustandsiibergangssysteme, bestimmt die Dar-
stellung von Formeln oder Formelmengen, deren Beziehungen zueinander, sowie
von den jeweiligen Zustdnden der Ableitungsketten. Ein logisches Zustandsiiber-
gangssysteme besteht aus einer Menge S von Zusténden und einer bindren Rela-
tion —, der Ubergangsrelation. Jeder Zustand ist dabei die Reprisentation einer
Formelmenge, im einfachsten Fall lediglich die Menge selbst. In ausgefeilteren Sy-
stemen enthalten die Zustiande aber noch mehr Komponenten, Information iiber
die Geschichte der Ableitung, Reprasentationen der von dem aktuellen Zustand
aus machbaren Ableitungen zusammen mit strategischer und heuristischer In-
formation iiber den Nutzen des jeweiligen Schritts usw. Die Ubergangsrelation
S — S’ fir Zustdnde S und S’ ergibt sich aus dem Kalkiil zuniichst mal ganz

o

einfach folgendermafien: Wenn = eine Kalkiilregel ist und Fy, ..., F}, im

Zustand S reprisentiert ist dann ist S’ eine Représentation fiir F U {F'}, wobei
F die in S reprisentierte Formelmenge ist. Auf dieser Ebene werden oft zusitz-
liche Operationen eingefiihrt, etwa das Loschen von redundanten Aussagen, so
daf} im Kalkiil noch mégliche Ableitungen nun nicht mehr méglich — und hoffent-
lich auch nicht mehr nétig — sind. Die Ubergangsrelation — enthilt daher nicht
nur Ableitungsschritte, sondern auch Reduktionsschritte, die die Formelmenge
von unniitzem Ballast befreien sollen.

Fiir jedes logische Zustandsiibergangssystem sind drei Eigenschaften von In-
teresse: Korrektheit, Vollstdndigkeit und Konfluenz. Durch neue Regeln, mit
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denen Formeln oder Teile davon geloscht werden, wird die Korrektheit und
Vollstdandigkeit des zugrundeliegenden Kalkiils beeinflufit. Fiir jede solche Regel
muf} man neu beweisen, daff man damit keine falschen Beweise erzeugt (Korrekt-
heit), und dafi man mogliche Beweise auch finden kann (Vollstandigkeit). Die
letzte Eigenschaften der Konfluenz ist fiir die Implementierung eines Deduk-
tionssystems wichtig. Konfluenz bedeutet, daffi wenn man von einem Zustand
S aus zwei Nachfolgezustdnde S; und Ss erreichen kann, dann gibt es fiir S
und Sy einen gemeinsamen Nachfolgezustand S’. Ist ein System konfluent, dann
kann man es sich bei der Suche leisten, zunéchst mal in die falsche Richtung zu
suchen. Wenn vom Ausgangszustand (S) iiberhaupt ein Weg zu einem Beweis
(S7) existiert, dann existiert er auch von jedem weiteren Zustand (S; oder Sz)
aus. Das heif3t, bei der Suche gibt es keine Sackgassen; man braucht nie mehr zu
fritheren Zustdnden zuriickzukehren (kein Backtracking). Das entspricht auch der
Intuition fiir Beweissuchen: Eine Aussage, die man einmal abgeleitet hat, mag
zwar nutzlos fiir den aktuellen Beweis sein, es sollte aber nicht nétig sein, deren
Ableitung selbst ungeschehen zu machen. Vollstdndigkeit des Deduktionspro-
zesses bedeutet, dal man unabhingig von den ausgefiihrten Transformationen
vom aktuellen Zustand aus den Beweis noch finden kann. Hat man sehr star-
ke Reduktions- oder Steuerungsregeln, so kann das Zustandsiibergangssystem
des Deduktionssystems die Eigenschaft der Konfluenz verlieren. In diesem Fall
bedeutet Vollstindigkeit des Deduktionssystems, dal man nach der Ausfiihrung
gewisser Transformationen den Beweis nur noch dadurch findet, daff man zurtick-
setzt in einen vorangegangenen Zustand und eine andere Alternative wahlt.

Steuerung Die letzte Schicht eines Deduktionssystems, die Steuerung, enthilt
schliefflich die Strategien und Heuristiken, mit denen unter den moglichen Ablei-
tungsschritten die jeweils sinnvollen ausgew&dhlt werden. Hier steckt die eigentli-
che “Intelligenz“ des Systems. Die Idee dabei ist, “gute® Schritte zu bevorzugen
und “schlechte® Schritte zu vermeiden. Man unterscheidet Restriktionsstrategien
und Ordnungsstrategien.

Restriktionsstrategien schranken den Suchraum weiter ein, in dem sie be-
stimmte Ableitungen einfach generell verbieten. Zum Beispiel verbietet die “Set
of Support “-Strategie bei Widerlegungsbeweisen Ableitungen zwischen Axiomen
untereinander. Die Idee dabei ist, dafi bei Ableitungen zwischen Axiomen allein
garantiert kein Widerspruch zu finden ist. Da Restriktionsstrategien bestimmte
Ableitungen prinzipiell verbieten, mufl man jeweils nachweisen, dafl im verblei-
benden Suchraum immer noch ein Beweis zu finden ist (Vollstdndigkeit).

Ordnungsstrategien sortieren die moglichen Ableitungen nach bestimmten
Kriterien, z.B. kénnte man Ableitungen, die kleine Formeln erzeugen, bevorzu-
gen. Der Zweck der Ordnungsstrategien ist, die Suche selbst geschickt zu orga-
nisieren und natiirlich die Suche zu terminieren, d.h. wenn es einen Beweis gibt,
dessen Auffindung mit endlich vielen Schritten zu garantieren (Terminierung).
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Verwendung, Dialogverhalten Ein wichtiger praktischer Aspekt ist die Art
der Verwendung des Systems, bzw. die Art der Unterstiitzung die ein Dedukti-
onssystem bietet:

Vollautomatisch Das Deduktionssystem hat als Eingabe die Axiome und die
nach zuweisende SchluBfolgerungen, und als Ausgabe nur Erfolg/MiBerfolg
und eine Begriindung (Beweis). Dies ist die Idealvorstellung eines Automa-
tischen Deduktionssystems. Pragmatische System beschrinken sich auf eine
(einfache) Auswahl) von Eingaben, z.B. einfache Verifikationsbedingungen.
Im allgemeinen haben die Automatischen Deduktionssystems eine Menge
von Parametern, die vor dem Lauf eingestellt werden miissen. So dafl z.B.
die Arbeit mit dem System Otter darin bestehen kann, in vielen Laufen, die
richtigen Parameter bzw. Heuristiken einzustellen, so dafl es am Ende doch
eher interaktiv wirkt.

Es gibt Varianten dieser Systeme, die wiahrend der Suche interaktive Hilfe-
stellung erlauben.

Halbautomatisch Bestimmte Systeme fiir Logiken hoherer Ordnung (Typen-
logik) fithren einen Dialog mit dem Benutzer. Einfache Folgerungen werden
automatisch durchgefiihrt, fiir andere wird von Benutzer erwartet, die Zwi-
schenziele (Lemmas) zu formulieren und Beweistaktiken zu programmieren.
Der gefiihrte Beweis ist im Erfolgsfall korrekt, allerdings kann ein solcher
Dialog einige Wochen dauern. Z.B. ist mit dieser Methode der Nachweis der
Korrektheit eines Tokenizers von T. Nipkow (TU Miinchen) durchgefiihrt
worden

Beweispriifung Diesen Systemen mufl die komplette Axiomatisierung und der
Beweis vorgelegt werden. Dies kann selbst fiir einfache Dinge sehr miihsam
sein, da der Detaillierungsgrad sehr hoch gewahlt ist: (Jeder (formale) Schritt
des Beweises muf formal korrekt vorliegen).
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4 Pradikatenlogik (PL;) und Resolution

Pradikatenlogik (PL) ist eine ausdrucksstarke Logik, die im Prinzip fiir sehr viele
Anwendungen ausreicht.

Man unterscheidet verschiedene Stufen der Préadikatenlogik. Pradikatenlo-
gik 0.Stufe (PLgy) ist die Aussagenlogik. Sie erlaubt keine Quantifikationen.
Pradikatenlogik erster Stufe (PL;) dagegen erlaubt schon Quantifikationen
iber die Elemente einer Trigermenge. Pradikatenlogik 2.Stufe (PLs) erlaubt
dariiberhinaus noch unabhéngig Quantifikationen iiber die Funktionen und Re-
lationen iiber diese Trigermenge. Man kann also z.B. in PL; hinschreiben
“Ye o Af : YP: P(f(x,f))“ was in PL; nicht geht. Pradikatenlogik noch
hoherer Stufe erlaubt Quantifizierungen iiber die Funktionen und Relationen
tiber der Funktions- und Relationsmenge usw. [EFT86].

Aus praktischer Sicht gibt es viele Zusammenhénge, die sich in anderen Logi-
ken wesentlich eleganter und einfacher formulieren lassen als in PL,,. Kurt Godel
hat gezeigt, daBl es im Gegensatz zu PL; fiir PL,, n > 2, keinen vollstdndigen
Kalkiil mehr geben kann [G6d31]. D.h. es gibt Aussagen in P Ls, die in allen In-
terpretationen giiltig sind, was aber mit keinem durch Symbolmanipulation ar-
beitenden Verfahren mehr nachgewiesen werden kann. Das heifit nicht, dal man
fiir PLs keine Deduktionssysteme entwickeln kann — sie kénnen eben nur nicht
alle giiltigen Theoreme beweisen; aber das kénnen heutige Deduktionssysteme
fiir PL; auf heutigen Computern auch nur theoretisch. Deduktionssysteme fiir
PL; sind aber um einiges komplizierter als solche fiir PL; [And81,RB79]. Wir
werden in der Vorlesung auch Kalkiile fiir Logiken héherer Ordnung betrachten,
falls die Zeit ausreicht.

4.1 Syntax der Priadikatenlogik erster Stufe

P Ly ist zunéchst mal eine formale Sprache, deren Syntax sich durch eine entspre-
chende Grammatik angeben 148t. Im Gegensatz zu vielen Programmiersprachen
z.B. ist die Grammatik von PL; aber extrem einfach. Wie fiir die meisten Logi-
ken besteht die Syntaxbeschreibung aus den drei Komponenten:

— Signatur
— Bildungsregeln fiir Terme
— Bildungsregeln fiir Formeln

Die Signatur gibt das Alphabet an, aus dem die zusammengesetzten Objekte
bestehen. Man unterscheidet Funktions- und Prddikatensymbole. Neben diesen
Symbolen gibt es noch unendliche viele Variablensymbole, die nicht zur Signatur
gerechnet werden. In einer Formel “Va : Jy : P(z, f(y))“ sind  und y Va-
riablensymbole, f ist ein einstelliges Funktionssymbol und P ein zweistelliges
Pradikatensymbol. Die logischen Junktoren und Quantoren sind fest und z&hlen
daher nicht zu der Signatur. Aus den Variablen- und Funktionssymbolen lassen
sich Terme aufbauen (f(y) ist zum Beispiel ein Term) und damit und mit den
Pradikatensymbolen Atome, Literale und Formeln. Der Unterschied zwischen
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Termen und Formeln ist in erster Linie semantischer Natur. Terme bezeichnen
Objekte einer Triagermenge und Formeln bezeichnen Wahrheitswerte. Die for-
male Definition 1st:

Definition 4.1. (Syntax von PL;)

Signatur : X = (F,P) , wobei

— F ist die Menge der Funktionssymbole
— P st die Menge der Prddikatensymbole

Diese Mengen sind disjunkt. Daneben braucht man noch die Menge V der
Variablensymbole (abzdhlbar unendlich viele). Diese Menge ist ebenfalls dis-
gunkt zu F und P.

Jedem Funktions- und Prddikatensymbol f € X 1st eindeutig eine Stelligkest
zugeordnet Stelligkeit : arity(f) > 0. Funktionssymbole mit der Stelligkeit 0
bezeichnet man auch als Konstantensymbole. {f € F | arity(f) = 0} = Kon-
stantensymbole. Es mufl mindestens ein Konstantensymbol in F' vorhanden
sein!

Terme Die Menge der Terme T(X, V) dber der Signatur ¥ = (F,P) und den
Variablen V' wird induktiv als die kleinste Menge definiert, die folgendes
erfillt:

- VTV

— falls f € Frarity(f) = n,ty,...tp € T(Z,V) dann f(t1,...1,) €
T(X,V). Hierbei ist f(t1,...tn) zu lesen als Zeichenkette bzw. als ein
Baum.

Formeln Die Menge der Formeln Fx dber der Signatur ¥ = (F,P) und den
Variablen V' wird induktiv als die kleinste Menge definiert, die folgendes
erfillt:

— falls P € P,arity(P) = n,t1,...,t, € Ty dann P(ty,...t,) € Fx
(Atom) . Auch hier ist P(t1,...1,) als Zeichenkette zu lesen.

— falls F\G € Fy,z € V, dann auch: (=F),(F V G),(F A G),(F =
G),(F<G),(Ve: F)und (o F)€ Fx.

Wir machen bei den Schreibweisen einige Vereinfachungen: Geschachtelte
gleiche Quantoren schreiben wir als Quantor iber mehreren Variablen: Va; Vy : F
wird als V&, y : F' geschrieben. In Formeln werden zum Teil Klammern weggelas-
sen, wenn die Eindeutigkeit gewihrleistet bleibt, mit den iiblichen Prioritatsre-
geln. Weiterhin erlauben wir auch als Formelkonstanten die Formeln false und
true.

Beispiel 4.2. Signatur X := ({a,b, f, g}, {P,Q, R}) mit arity(a) = arity(b) =
arity(P) = 0, arity(f) = arity(Q) = 1 arity(y) = arity(R) = 2.
V=Ax,y,2, ..}
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Mit der Forderung, daff mindestens ein Konstantensymbol vorhanden sein
muf, ist implizit verbunden, dafl die Trédgermengen, iiber die in einer jeweili-
gen Interpretation quantifiziert wird, nicht leer sein kann — es mufl mindestens
ein Element vorhanden sein, auf das dieses Konstantensymbol abgebildet wird.
Damit verhindert man, daf§ Quantifizierungen der Art “Vo : (P A =P)“ wahr
gemacht werden koénnen; indem die Menge, iiber die quantifiziert wird, leer ist.
Einige der logischen Verkniipfungen, wie z.B. = und & sind redundant. Sie
kénnen durch die anderen dargestellt werden. Bei der Herstellung der Klausel-
normalform (Abschnitt 4.3) werden sie dann auch konsequenterweise wieder eli-
miniert. Nichtsdestotrotz erleichtern sie die Lesbarkeit von Formeln betrachtlich
und sind daher mit eingefithrt worden.

Definition 4.3. Konventionen:

— Da 0-stellige Funktionssymbole als Konstantensymbole dienen®, schreibt man
im allgemeinen nicht “a() “ sondern einfach nur a

— Variablen sind genau emnem Quantor zugeordnet Insbesondere gelten dhnlich
wie i den meisten Programmiersprachen die schon gewohnten Bereichsre-
geln (lexical scoping) fir Variable. D. h. Formeln der Art ¥z : 3z : P(x)
haben nicht die vermutete Bedeutung, ndmlich dafl fir alle x das gleiche x
eristiert, sondern x ist gebunden in Jx : P(z) und daff duflere x in alle
Va : kann das innere x nicht beeinflussen. D.h. die Formel Vz : 3x : P(x)
ist zu Jx : P(x) dquivalent. Da man unendlich viele Variablensymbole zur
Verfligung hat, kann man in jedem Fall fiir jeden Quantor ein anderes Va-
riablensymbol wdhlen.

— Meist haben die logischen Verkniipfungssymbole die Bindungsordnung =, <
AV, =, doh. = bindet am schwdchsten und = am stdrksten. Danach gilt
etne Formel "ANBV(C = D < EANF als folgendermafen strukturiert:
(FA)A(BV )= (D < (EAF)). Quantoren binden, soweit die quanti-
fizierte Variable vorkommt. D.h. Vo : P(x) A Q steht fir (Ve : P(z)) AQ
wdhrend Yo © P(x) A R(x) fir (Ve : (P(x) A R(z))) steht. Um Zweifel
auszuschlieflen, werden aber meist die Klammern explizit angegeben.

— Im folgenden wird die allgemewn tibliche Konvention fiir die Benutzung des
Alphabets verwendet: Buchstaben am Ende des Alphabets, d.h. u,v,w,x,y, z

® Indem man Konstantensymbole nicht extra ausweist, spart man sich in vielen Fall-
unterscheidungen eben diesen speziellen Fall.
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bezeichnen Variablensymbole. Buchstaben am Anfang des Alphabets, d.h.
a,b,c,d,e bezeichnen Konstantensymbole. Die Buchstaben f, g, h werden fiir
Funktionssymbole benutzt. Die groflen Buchstaben P,Q, R, T werden fiir
Prddikatensymbole benutzt.

Die Syntax der Terme und Formeln wurde induktiv definiert: Aus den ein-
fachen Objekten, Variable im Fall von Termen und Atome im Fall von Formeln
wurden mit Hilfe von Konstruktionsvorschriften die komplexeren Objekte auf-
gebaut. Damit hat man eine Datenstruktur, die eine Syntaxbaum hat, der mit
verschiedenen Konstruktoren aufgebaut wurde. Definitionen, Algorithmen, Ar-
gumentation und Beweise miissen nun jeweils rekursiv (induktiv) gemacht wer-
den, wobei man stets Fallunterscheidung und Induktion dber die Struktur der
Formeln und Terme machen mufl

Folgende Definition (der freien Variablen) demonstriert eine Anwendung des
rekursiven Definitionsschemas fiir Terme und Formeln. Eine Variable wird als
frei bezeichnet wenn sie sich nicht im Bindungsbereich (Skopus) eines Quantors

befindet.

Definition 4.4. (Freie Variablen fiir Terme und Formeln) Die Operation FV(.)
sammelt alle nicht durch Quantoren gebundenen Variablensymbole in Termen
und Formeln auf.

Definition von FV fiir Terme:

FV(t) = t falls t eine Variable ist (Basisfall)
T\ FV({) UL UFV () fallst = f(t1,...t,)  (Rekursionsfall)

Definition von F'V fiir Formeln: Basisfall: H = P(t1,...t,) ist ein Atom,
dann: FV(H) = FV(t1)U...UFV(t,) (FV ist fir Terme schon definiert.)

Rekursionsfdlle: Fallunterscheidung nach der Struktur von H:
Fall: H=~F dann FV(H) .= FV(F)

Fal: H=FV G dann FV(H) = FV(F)U FV(G)
Fal: H=F NG dann FV(H) = FV(F)U FV(G)
Fall: H=F = G dann FPV(H) = FV(F)U FV(G)
Fal: H=F < G dann PV(H) = FV(F)U FV(G)
Fall: H=Vz: F dann FV(H) = FV(F)\ {z}
Fall: H=3x: F dann FV(H) = FV(F)\ {z}

Bewspiel 4.5. Unten sind z,y, z Variablensymbole

- FV(x)=FV(f(z)) = F'V(g(2,9(z,a))) = {z}
- FV(P(z) ANQ(y) = {z, y}
= FV(3z: R(z,y)) = {y}.

Zum Schlufl des Abschnitts iiber die Syntax von PL; werden noch einige
Sprechweisen und Begriffe, die z.T. auch schon benutzt wurden, eingefithrt. Da
sie sehr haufig gebraucht werden, mufl man sie sich unbedingt einprégen.
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Definition 4.6. Einige tibliche Sprechweisen:

Atom: Eine Formel der Art P(ty,...t,) wobei P ein Prddikatensymbol
und tq,...,t, Terme sind heifit Atom.

Literal: Ein Atom oder ein negiertes Atom heifit Literal. (Beispiele: P(a)
und = P(a))

Grundterm: FEin Term t ohne Variablensymbole, d.h. FV () = 0, heiffit Grund-
term (engl. ground term).

Grundatom: FEin Atom F ohne Variablensymbole, d.h. FV(F) = 0, heift

geschlossene Formel:

Klausel

Grundatom.

Fine Formel F' ohne freie Variablensymbole, d.h. FV(F) = 0 heift
geschlossen.

Formel mit einem Quantorprific nur aus Allquantoren besteht

. d.h F=Y".F' und F' ist eine Disjunktionen von Literalen.

Beispiel {.7. Fiir eine geschlossene Formel: Vo : 3y : P(x,y). Nicht geschlossen
ist: y : P(x,y), da FV(Jy: P(z,y)) = {y}) .

4.2 Semantik von PL, (nach Tarski)

Durch die formale Definition der Syntax von P L; ist man jetzt zwar in der Lage,
Aussagen als Formeln hinzuschreiben und zu iiberpriifen ob das was man hin-
geschrieben hat auch syntaktisch in Ordnung (wohlgeformt) ist. Man kann jetzt
auch Operationen zur Manipulation von Termen und Formeln definieren. Was
diese Formeln, die ja bisher nur reine Zeichenketten sind, und die Operationen,
die nur Zeichenketten manipulieren, aber bedeuten sollen ist bisher nur intuitiv
angedeutet worden. Um aber eine Zeichenkettenmanipulation als korrekte Ab-
leitungsregel zu interpretieren braucht man einen Formalismus, der Termen und
Formeln Bedeutung zuordnet, so dafl man damit eine semantische Folgerungs-
beziehung definieren kann. Dies ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden
Konzepte in der Aussagenlogik.

Es gibt auch eine Analogie zu Programmiersprachen. Die reine Syntaxde-
finition in einer Backus-Naur Form zum Beispiel hilft zu entscheiden, ob ein
gegebenes Programm syntaktisch korrekt ist. Um aber einen Interpretierer oder
Compiler fiir die Sprache zu schreiben und insbesondere, um dessen Korrektheit
nachzuweisen, mufl man sagen, was die Konstrukte, die in der Sprache auftreten,
bedeuten sollen, d.h. man braucht eine formale Semantik. Dafiir gibt es verschie-
dene Moglichkeiten. Die abstrakteste ist wohl die denotationale Semantik, bei
der die Programmiersprachenkonstrukte im wesentlichen auf Mengenoperatio-
nen abgebildet werden. Diese Operationen sind dann einfach und {ibersichtlich
zu erkldren. Hiermit hat man eine Moglichkeit, die Ausfithrung von Programm-
konstruktionen zu definieren bzw. zu tiberpriifen.

Um die Semantik einer Logik zu definieren gibt es ebenfalls verschiedene
Méglichkeiten.

Eine operationale Methode der Definition einer Logik ist ein sogenannter
Hilbertkalkiil. Dabei gibt man zunéchst einen Satz von Formeln oder Formel-
schemata an, die man apriori als giiltige Aussagen (Axiome) ansehen will (z.B.
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P = P). Weiterhin braucht man einen Satz von (syntaktischen) Ableitungsre-
geln, die aus den Axiomen neue Formeln generieren, welche man dann ebenfalls
als giiltige Formeln annimmt. Man mufl nur aufpassen, dafl diese Ableitungsre-
geln nicht gleichzeitig eine Formel und deren Negation generieren (Korrektheit).
Ein solcher Hilbertkalkiil charakterisiert eine Logik zwar genau, ist aber i.a. zu
indirekt. Eine Charakterisierung durch einen Hilbertkalkiil eignet sich nicht, um
andere, fiir die Automatisierung besser geeignete Kalkiile, zu entwickeln.

Eine sehr natiirliche Méglichkeit (die “denotationale Semantik“ von P L),
die Semantik einer Logik und insbesondere von PL; anzugeben ist von Alfred
Tarski entwickelt worden [Tar53]. Die Grundidee dabei ist, eine Abbildung der
syntaktischen Objekte auf mathematische Objekte (Mengen, Funktionen, Rela-
tionen etc.) anzugeben, so daff man unter dieser Abbildung Formeln zu Wahr-
heitswerten evaluieren kann. Gesucht sind daher:

— geeignete mathematische Objekte
— eine geeignete Abbildungsvorschrift, wobei die Abbildung in drei Schritten
definiert wird:
1. Abbildung der Signatur (fiir PL; auf Funktionen und Relationen)
2. Abbildung der Terme auf Elemente einer Grundmenge Trigermenge,
Universum)
3. Abbildung der Formeln auf Wahrheitswerte.

Fir PL; wird diese Abbildung dann so aufgebaut, dafl man zun&chst eine
Menge definiert, in die die Terme abgebildet werden sollen; Tréagermenge, Do-
main oder Universum genannt. Funktionssymbole werden auf Funktionen iiber
dieser Menge und Pridikatensymbole auf Relationen iiber dieser Menge abge-
bildet. Damit ist die Grundstruktur festgelegt. Die Abbildung von Termen und
Formeln ergibt sich jetzt ganz natiirlich aus ihrer syntaktischen Struktur. Ein
Term f(a,b) zum Beispiel bezeichnet gerade eine Funktionsanwendung: Die dem
Symbol f zugeordnete Funktion wird auf die den Konstantensymbolen a und b
zugeordneten Werte angewendet. Dem Term selbst wird gerade das Ergebnis die-
ser Funktionsanwendung zugeordnet. Wenn z.B. f die arithmetische Funktion +
zugeordnet wird und a und b die Zahlen 3 und 4, dann wird damit automatisch
dem Term f(a,b) der Wert 7 zugeordnet. Mit Hilfe der Abbildung von Pradi-
katensymbolen auf Relationen lassen sich Atome auf Wahrheitswerte abbilden.
Wenn z.B. das Préadikatensymbol P auf die arithmetische <-Relation abgebil-
det werden und wie oben die Konstantensymbole @ und & auf die Zahlen 3 und
4, dann ist P(a,b) wahr, da ja 3 < 4 wahr ist. Wenn man dagegen a und b
umgekehrt auf 4 und 3 abbildet, dann ist P(a,b) falsch. Ausgehend von dieser
Grundvorschrift fiir Atome lassen sich dann zusammengesetzte Formeln aus den
Werten fiir ihre Komponenten und der Bedeutung des obersten logischen Sym-
bols auswerten. Wenn z.B. die Formel F' zu falsch ausgewertet wird, dann wird
= F zu wahr ausgewertet usw.

Man beachte, dafl die syntaktischen Objekte, wie z.B. der Term f(a, b), nichts
weiter sind als Zeichenketten. In einem Computer werden sie als Bitfolgen re-
prasentiert, die fiir den Computer keinerlei Bedeutung haben. Im Gegensatz da-
zu ist mit + wirklich die arithmetische Additionsfunktion gemeint. Wenn man

49



auf Papier einen Unterschied machen will zwischen der Darstellung von f als
Funktionssymbol und z.B. + als Funktion, dann mufl man zunéchst Konventio-
nen zur Schreibweise einfithren, um Datenstrukturobjekte und mathematische
Dinge auseinander zu halten. Es sind aber vollig unterschiedliche Dinge damit
gemeint. In rein mathematischen Texten sind mit den Zeichen, die auf dem Pa-
pier innerhalb von Formeln erscheinen im allgemeinen die semantischen Objekte,
d.h. die Funktionen usw. gemeint. In logischen Texten wie auch in diesem Skript
sind es dagegen die syntaktischen Objekte, um die es priméar geht.

Die Idee fiir die Semantik von PL; ist offensichtlich sehr einfach und
natiirlich. Der Formalismus ist umfangreich aber einfach und gibt ganz genau
die oben geschilderten Prinzipien wieder.

Fiir eine Signatur X = (F,P), die nach Definition 4.1 aus Funktions und
Priadikatensymbolen besteht, definiert man zunichst X-Algebren * bestehend
aus einer Tragermenge und einer geeigneten Anzahl von Funktionen geeigne-
ter Stelligkeit. Fiir jedes in F vorkommende Funktionssymbol mit Stelligkeit
n braucht man genau eine n-stellige Funktion. Um auch die Préadikatensymbo-
le zu interpretieren, werden die X-Algebren zu X-Strukturen erweitert, die fiir
jedes in X vorkommende Priadikatensymbol eine passende Relation enthalten.
(Den Unterschied zwischen X-Algebren und X-Strukturen macht man deshalb,
weil X-Algebren zur Interpretation von Termen ausreichen, und X-Algebren fiir
Gleichheitslogiken und fiir die Unifikation ausreichen.) Schematisch sieht die Ab-
bildung der Signatur dann so aus:

X-Algebra : { Funktionssymbole — Funktionen

2-Struktur: { Pradikatensymbole — Relationen

Definition 4.8. Y-Algebra, Y-Struktur)
Sei X = (F,P) eine Signatur. A = (D4, Fa) heifit eine X-Algebra gdw.

— Dy ist eine nichtleere Menge (die Trdgermenge von A)

— Py enthdlt fir jedes Funktionssymbol in F ewne passende totale Funktion |
dh. Fa={fa € (Da)* = Da | f €F,arity(f) =n}.

S = (Ds, Fs,Ps) heifit eine Z-Struktur gdw.

— (Dg, Fg) ist eine X-Algebra und

— Ps enthdlt fiir jedes Prddikatensymbol in P mat Stelligkeit > 1 eine passende
Relation, d.h. Ps = {Ps C (Da)" | P € P,arity(P) = n}.

— Jedes Prddikatensymbol der Stelligkeit 0 wird auf 0 oder 1 abgebildet. Die
konstanten Formel werden abgebildet wie folgt: true auf 1 und false auf 0.

Die zugeordneten Funktionen, Prddikate, Wahrheitswerte zu einem Symbol R
werden i.a. mit einem Index 8§ gekennzeichnet. Z.B. f — fs.

Fiir eine X-Algebra oder X-Struktur S soll in Zukunft mit Ds deren Tréager-
menge bezeichnet werden.

* Das X in X-Algebra bezieht sich auf die Signatur X: Fiir jede Signatur X gibt es
eine Klasse von X2-Algebren
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Beuwspiel 4.9. Y-Algebren und Y-Strukturen
Sei X = ({o, s}, {L}) mit arity(o) = 0, arity(s) = 1, arity(L) = 2.

X-Struktur S; = (N, {0, inc}, {<}) wobei (IN = natiirliche Zahlen, inc(x) :=
z+1)

X-Struktur S = ({Mo, Di, Mi, Do, Fr,Sa},{Mo, morgen},{vor}) wobei
morgen(Mo) = Di,morgen(Di) = Mi,...und Mo vor Di, Di vor Mi,. ..,
Sa vor So, aber nicht Mo vor Mi¢ usw. (d.h. vor ist nicht transitiv.)

Die Trégermenge in Sy sind die natiirlichen Zahlen, dem Konstantensymbol
o entspricht die Zahl 0, dem Funktionssymbol s entspricht die Funktion ine
und dem Pradikatensymbol L entspricht die <-Relation. Die Tragermenge in
Ss sind die Wochentage, dem Konstantensymbol o entspricht der Montag, dem
Funktionssymbol s entspricht die Funktion morgen und dem Préadikatensymbol
L entspricht die vor-Relation.

Wenn man sagt, fiir die Signatur X’ hat man die X-Algebra A, dann ist ganz
genau festgelegt, wie die Funktions- und Pradikatensymbole von %' in A inter-
pretiert werden. Die Interpretation der Variablensymbole ist jedoch vorldufig
noch offen. Auch ist noch nicht gesagt, wie die Abbildung der Terme formal
definiert wird. Man will ja nicht irgendeine Abbildung, sondern eine, die zur
Struktur der Terme pafit. Die eleganteste Formulierung dieser Abbildung, die
auch fiir viele spitere Zwecke die richtige Begriffsbildung zur Verfiigung stellt,
geht von der Beobachtung aus, dal man fiir eine Signatur X aus der Menge
der Terme T'(X,V) selbst zusammen mit einer Menge von “Termkonstruktor-
funktionen“ eine X-Algebra erhilt. Diese Termkonstruktorfunktionen nehmen
n Terme ty,...,t, und bauen daraus einen neuen Term f(¢1,...,¢,) auf. Diese
Termalgebra ist das geeignete Objekt, um eine Abbildung von Termen auf eine
3-Algebra sauber zu definieren.

Definition 4.10. (Termalgebra) Fiir eine Signatur ¥ = (F,P) und eine Menge
von Variablen V sei (T(X,V) die Menge der Terme tber der Signatur X und
den Variablen V. Sei Fr die Menge der Funktionen {fs | f € F,arity(f) =
n, fo(ty, ... ty) = f(t1,...,tn)}). Dann nennt man (T(Z, V), Fr) die Termal-
gebra uber der Signatur 2.

Beachte, daf8 bei fx(t1,...,%,) die Klammern die n Argumente einklammern,
auf die die Funktion fz angewendet wird, wihrend f(t1,...,%,) ein Datenstruk-
turobjekt ist, d.h. ein Term in T(XZ, V).

Aussage 4.11. (T(X,V), F'p) ist eine X-Algebra .

Beweis. Da mindestens ein Konstantensymbol in der Signatur vorhanden ist,
ist die Triagermenge T(X, V) nicht leer. Fiir jede Funktion fy € T(X,V) gilt
offensichtlich, dafl die Stelligkeit pafit und daff fy Terme auf Terme abbildet.
Damit sind die Bedingungen der Definition 4.8 erfiillt. ad

Termmengen lassen sich somit als X-Algebren interpretieren. Worauf es da-
bei ankommt ist, dafl die Abbildung von Elementen der Trigermenge und den
Funktionen und Relationen in bestimmter Weise vertraglich sind.

Was bisher noch fehlt, ist die Interpretation von Variablensymbolen.

51



Definition 4.12. Interpretation Gegeben sei eine Signatur ¥ = (F,P) und
eine Menge von Variablen V. Fine Interpretation I = (S, Iy) besteht aus einer
X-Struktur S und einer Variablenbelegung Iy . Die Variablenbelegung ist eine
Abbildung Iy : V' — Dg, die jedem Variablensymbol einen Wert in der Trdger-
menge von S zuordnet.

Diese Interpretation wird vertriglich erweitert auf Terme®:

I (1) = Iv (%) falls t eine Variable ist
n(t) = Fs(In(t1), .. In(tn)) falls t = f(t1, .. .tn)

Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit halber I statt Ij,.

Eine Interpretation wie sie in 4.12 definiert wurde, enthélt alle Informatio-
nen, um den in einer Signatur vorkommenden Symbolen eine Bedeutung zuzu-
ordnen. Die Belegung von Funktions- und Pradikatensymbolen wurde getrennt
von der Belegung von Variablensymbolen definiert, weil die Belegung von Varia-
blensymbolen mit Werten aus der Trigermenge einer X-Algebra erst geschieht,
wenn quantifizierte Formeln zu Wahrheitswerten ausgewertet werden, wobei die
Belegung der Variablen noch variiert wird. Fiir eine Formel “Va : P(z)“ zum
Beispiel wird die Belegung des Pradikatensymbols “P*“ durch eine X-Struktur
fixiert, wihrend das Symbol  mit allen Werten der Trigermenge der X-Struktur
belegt werden muf}, um herauszufinden, ob P(z) fiir alle # gilt.

Nachdem jetzt geklart ist, wie man Terme evaluiert, wird im néchsten Schritt
festgelegt, wie man Formeln auf Wahrheitswerte abbildet. Fiir atomare Formeln,
d.h. Formeln der Art P(t1,...,t,) funktioniert das einfach so, dafl man zunéchst
die Terme t1,...,t, auf Elemente Ip(t1),...,In(ty) der Trigermenge der X-
Struktur abbildet und dann priift, ob diese Elemente in der dem Pradikaten-
symbol zugeordneten Relation liegen. Wenn ja, ist das Atom wahr, wenn nicht,
dann ist das Atom falsch. Fiir die zusammengesetzten Formeln wird die Abbil-
dung auf Wahrheitswerte entsprechend der intuitiven Bedeutung der logischen
Verkniipfungen und Quantoren definiert. (Dies ist die Stelle wo die Bedeutung
der logischen Symbole prizisiert wird.)

Fiir eine gegebene Interpretation 7 definieren wir eine weitere Interpretation
I[a/x], mit gleicher X-Struktur und mit I{a/z](x) := a und Ia/z](y) = I(y)
falls y # =.

Definition 4.13. Auswertung von Formeln: Sei I = (S, I/) eine Interpretation.
Basisfdlle:

Fall: H= P(ty,...t,) falls (I(t1),...,1(t,)) € Ps®, dann I(H) := 1.
falls (I(t1),...,1(ty)) € Ps, dann I(H) := 0.
FallH = P I(P) := Ps.

Rekursionsfdlle:

5 Man kann das auch als Homomorphismus von Algebren und Strukturen definieren.
8 Pg ist die in & dem Symbol P zugeordnete Relation

52



Fall: H = false dann I(H) =0

Fall: H = true dann I(H) =1

Fall: H = —F dann I(H) =1 falls I(F) =0

Fall: H=F VG dann I(H) =1 falls I(F) =1 oder I(G) =1

Fall: H=F NG, dann I(H) =1 falls I(F) =1 und I(G) =1

Fall: H=F = Gdann I(H) =1 falls I(F) =0 oder I(G) =1

Fal: H=F < Gdann I(H) =1 falls I(F) =1 gdw. I(G) =1

Fall: H =V : F dann I(H) =1 falls fir alle a € Dg : I[a/2](F) =1
Fall: H=3x:F dann I(H) =1 falls fir ein a € Dg : I[a/z](F) =1

Diese Definition erlaubt es, fiir eine Formel und eine Interpretation I zu bestim-
men, ob die Formel in dieser Interpretation wahr oder falsch ist. Im n&chsten
Schritt lassen sich dann die Formeln danach klassifizieren, ob sie in allen In-
terpretationen wahr werden (Tautologien), in irgendeiner Interpretation wahr
werden (erfiillbare Formeln), in irgendeiner Interpretation falsch werden (falsifi-
zierbare Formeln) oder in allen Interpretationen falsch werden (unerfiillbare oder
widerspriichliche Formeln).

Definition 4.14. (Modelle, Tautologien etc.)

FEine Interpretation I, die eine Formel F wahr macht (erfillt) heifft Modell
von F. Man sagt auch: F gilt in I (F ist wahr in I, I erfillt F'). Bezeichnung:
IEF.

Eine Formel F' heifit:

allgemeingiiltig (Tautologie, Satz) wenn sie von allen Interpretationen
erfillt wird

erfiillbar wenn sie von einer Interpretation erfillt wird, d.h. wenn es ein Modell
gibt

unerfiilllbar (widerspriichlich) wenn sie von keiner Interpretation erfillt
wird.

falsifizierbar wenn sie in einer Interpretation falsch wird.

Es gibt dabei folgende Zusammenhinge:

— FEine Formel F ist allgemeingiiltig gdw. = F unerfiillbar
— Falls F' nicht allgemeingiiltig ist: F' ist erfiillbar gdw. = F erfiillbar

Die Menge der unerfiillbaren und die Menge der allgemeingiiltigen Formeln
sind disjunkt. Formeln die weder unerfiillbar noch allgemeingiiltig sind sind
gleichzeitig erfiilllbar und falsifizierbar.

Beuwspiel 4.15.

allgemeingiiltig: Pv-P

unerfiillbar PA-P

erfilllbar, falsifizierbar: Va.P(x)

Fiir den letzten Fall geben wir Interpretation an, die die Formel erfiillt und
eine die sie falsifiziert:

53



1. Als Menge wéhlen wir {0, 1}, als Interpretation fiir P ebenfalls die Menge
{0, 1}. Dann ergibt eine Interpretation I bzgl. dieser Struktur Sa: I(Ve.P(z))
gdw 0 € Pg, und 1 € Pg,. D.h. I(Vx.P(x)) = 1.

2. Als Menge wihlen wir {0, 1}, als Interpretation fiir P die Menge {0}. Dann
ergibt eine Interpretation I bzgl. dieser Struktur Sy: I(Vz.P(z)) gdw 0 € Ps,
und 1 € Pg,. D.h. I(Vx.P(2)) = 0.

Als weiteren, einfachen Testfall untersuchen wir Klauseln.

Beispiel 4.16. Wann ist die Klausel {P(s), 7 P(t)} eine Tautologie?

Zunichst ist einfach zu sehen, dafi {P(s), = P(s)} eine Tautologie ist: Fiir
jede Interpretation I gilt, dafl T(P(s)) gerade der negierte Wahrheitswert von
I(=P(s)) ist.

Angenommen, s # t. Vermutung: dann ist es keine Tautologie. Um dies nach-
zuweisen, mufl man eine Interpretation finden, die diese Klausel falsch macht.

Zuerst definieren wir eine Trigermenge und eine X-Algebra. Man startet
mit einer Menge Ag, die mindestens soviele Elemente enthilt, wie die Terme s, ¢
Konstanten und Variablen enthalten. Also Ag := {a1, ..., an, sy, ... Co,, }, wobel
a; die Konstanten in s,t sind und «; die Variablen.

Danach definiert man alle Funktionen so, die in s,? vorkommen, so daf} kei-
nerlei Beziehungen gelten. D.h. man kann genau alle Terme nehmen, die sich aus
den Ay als Konstanten und den Funktionssymbolen aufbauen lassen. D.h. es ist
die Termmenge einer Termalgebra iiber einer erweiterten Signatur X'.

Danach wahlt man als Interpretation I(a;) = a;, I(#;) = ¢z, fs = f.
Beachte, dafl der Quantorprifix nur aus Allquantoren besteht.

Damit gilt nun: 7(S) # I(¢). Da man die einstellige Relation (die Menge), die
P zugeordnet wird, frei wihlen kann, kann man dies so machen, dafl I(s) € Pg
und /(¢) € Pg. Damit wird aber die Klausel falsch unter dieser Interpretation.
D.h. es kann keine Tautologie sein.

Analog kann man diese Argumentation fiir Klauseln mit mehrstelligen Pradi-
katen verwenden.

Ubungsaufgabe 4.17. Jede Klausel die mehr als ein Literal enthélt ist erfiillbar.
Wie nehmen an, daf die Formeln true, false nicht in Klauseln verwendet werden.

Mit der Einfiihrung des Begriffs eines Modell (und einer Interpretation) sind
alle Voraussetzungen gegeben, um — in Verallgemeinerung der Begriffe fiir Aus-
sagenlogik — eine semantische Folgerungsbeziehung |= zwischen zwei Formeln zu
definieren:

Definition 4.18. (Semantische Folgerung) F = G gdw. G gilt (ist wahr) in
allen Modellen von F'.

Diese Definition ist zwar sehr intuitiv, da es aber i.a. unendlich viele Modelle
fiir eine Formel gibt, ist sie jedoch in keiner Weise geeignet, um fiir zwei konkre-
te Formeln F und G zu testen, ob G aus F' semantisch folgt. Die semantische
Folgerungsbeziehung dient aber als Referenz; jedes konkrete, d.h. programmier-
bare Testverfahren muf sich daran messen, ob und wie genau es diese Beziehung
zwischen zwel Formeln realisiert.
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Bemerkung 4.19. Man muf} sich folgendes klar machen: Beziiglich einer gege-
benen X-Algebra ist eine gegebene geschlossene Formel F' entweder wahr oder
falsch. Das heifit aber noch nicht, dafl entweder F' oder —F eine Tautologie ist,
denn dieser Begriff ist definiert iiber alle X-Strukturen.

Bemerkung 4.20. Das Beispiel der natiirlichen Zahlen und der darin geltenden
Satze ist nicht vollstdndig mit PL; zu erfassen. Der Grund ist, da man nur
von einer einzigen festen X-Struktur ausgeht (die natiirlichen Zahlen) und dann
nach der Giiltigkeit von Sétzen fragt.

Versucht man die natiirlichen Zahlen in P L, zu erfassen, so stellt sich heraus,
dafl man mit endlich vielen Axiomen nicht auskommt. Es ist sogar so, dafl die
Menge der Axiome nicht rekursiv aufzdhlbar ist.

Beuspiel 4.21. Ein Beispiel fiir eine in P L, modellierbare Theorie sind die Grup-
pen. Man bendtigt nur endlich viele Axiome. Und man kann dann danach fragen,
welche Satze in allen Gruppen gelten.

Ein erster Schritt zur Mechanisierung der Folgerungsbeziehung liefert das
sogenannte Deduktionstheorem, welches die semantische Folgerungsbeziehung in
Beziehung setzt mit dem syntaktischen Implikationszeichen. Dieses Theorem er-
laubt die Riickfiihrung der semantischen Folgerung auf einen Tautologietest.

Satz 4.22. Deduktionstheorem Fiir alle Formeln F und G gilt: F E G gdw.
F = G ist allgemeingiiltig (Tautologie).

Beweis. “=“ Es gelte F' = (. Sei I eine beliebige Interpretation. Wenn F'in
wahr ist, dann st auch G wahr, nach Annahme. Damit ist aber auch die Formel
F = G in I wahr. Wenn F in [ falsch ist, dann ist die Formel F = G in I wahr.
Also gilt F' = G in allen Interpretationen [, d.h. F' = G ist allgemeingiiltig.
“<=*“ Annahme ist jetzt: F' = G ist allgemeingiiltig. Sei [ eine beliebige
Interpretation. Wenn I die Formel F erfiillt, dann gilt das auch fiir G,da F = G
st allgemeingiiltig ist.
Da die Interpretation beliebig gewihlt war, gilt somit F = G ad

Bemerkung 4.23. Will man wissen, ob eine Formel F' aus einer Menge von Axio-
men Aq,..., A, folgt, so kann man dies zunichst auf die dquivalente Frage
zuriickfiihren, ob F' aus der Konjunktion der Axiome A; A ... A A, folgt und
dann auf die dquivalente Frage, ob die Implikation (41 A ... A A,) = F eine
Tautologie ist.

Das Deduktionstheorem gilt in anderen Logiken i.a. nicht mehr. Das kann
daran liegen, dafl die semantische Folgerungsbeziehung dort anders definiert ist
oder auch, dafl die Implikation selbst anders definiert ist. Die Implikation, so
wie sie in PL; definert ist, hat ndmlich den paradoxen Effekt, dafi aus etwas
Falschem alles folgt, d.h. die Formel false = F' ist eine Tautologie. Versucht
man, diesen Effekt durch eine gednderte Definition fiir = zu vermeiden, dann
muf} das Deduktionstheorem nicht mehr unbedingt gelten. Da F' eine Tautologie
ist genau dann wenn —F unerfillbar ist, folgt unmittelbar:
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FEG
gdw.
—(F = G) ist unerfiillbar (widerspriichlich)
gdw.
F A =G ist unerfiillbar.

Das bedeutet, dafl man in PL; den Test der semantischen Folgerungsbe-
ziehung weiter zuriickfiihren kann auf einen Unerfiillbarkeitstest. Genau dieses
Verfahren ist die haufig verwendete Methode des Beweis durch Widerspruch:
Um zu zeigen, dafl aus Axiomen ein Theorem folgt, zeigt man, dal die Axiome
zusammen mit dem negierten Theorem einen Widerspruch ergeben.

Berechenbarkeitseigenschaften der Pradikatenlogik Es gilt die Unent-
scheidbarkeit der Pradikatenlogik:

Satz 4.24. FEs ist unentscheidbar, ob ewne geschlossene Formel ein Satz der
Prddikatenlogik ist.

Einen Beweis geben wir nicht. Der Beweis besteht darin, ein Verfahren anzu-
geben, das jeder Turingmaschine M eine pradikatenlogische Formel zuordnet,
die genau dann ein Satz ist, wenn diese Turingmaschine auf dem leeren Band
terminiert. Hierbei nimmt man TM, die nur mit einem Endzustand terminieren
kénnen. Da das Halteproblem fiir Turingmaschinen unentscheidbar ist, hat man
damit einen Beweis fiir den Satz.

Satz 4.25. Die Menge der Sdtze der Prddikatenlogik ist rekursiv aufzdhlbar.

Die Begriindung 1st analog.

Als Schlufifolgerung kann man sagen, daf§ es kein Deduktionssystem gibt (Al-
gorithmus), das bei eingegebener Formel nach endlicher Zeit entscheiden kann,
ob die Formel ein Satz ist oder nicht. Allerdings gibt es einen Algorithmus, der
fiir jede Formel, die ein Satz ist, auch terminiert und diese als Satz erkennt.

Uber das theoretische Verhalten eines automatischen Deduktionssystems
kann man daher folgendes sagen: Es kann terminieren und antworten: ist oder
ist kein Satz. Wenn das System sehr lange lauft, kann das zwei Ursachen haben:
Der Satz ist zu schwer zu zeigen (zu erkennen) oder die eingegebene Formel ist
kein Satz und das System kann auch dies nicht erkennen.

Die Einordnung der sogenannten quantifizierten Booleschen Formeln — Quan-
toren iiber null-stellige Pradikate sind erlaubt, aber keine Funktionssymbole, und
keine mehrstelligen Pradikate — ist in PL; nicht moglich. Diese QBF sind ein
“Fragment“ von PLa. Es ist bekannt (aus Info-3+4), daf die Eigenschaft “Tau-
tologie“ fiir QBT entscheidbar ist (PSPACE-vollstindig).

4.3 Normalformen von PL;-Formeln

Ziel diese Abschnitts ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der beliebige For-
meln in eine Klauselnormalform (conjunctive normal form, CNF), d.h. eine Kon-
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junktion (A) von Disjunktionen (V ) von Literalen, transformiert. Diese Klau-
selnormalform ist nur “ganz auflen® allquantifiziert, es gibt keine inneren Quan-
toren. Folgendes Lemma erlaubt die Transformation von Formeln, wobei die
Regeln in Tautologien entsprechen, aber als Transformationen benutzt werden.
Diese sind Erweiterungen der Tautologien der Aussagenlogik.

Satz 4.26. Elementare Rechenregeln

(F & G) S (F = G)A (G = F) (erlaubt Elimination von <)
(F = G) & (AFVGE) (erlaubt Elimination von =)
- F o F

-(FAG) &PV -G

-(FVG) & aFA-G

Vo F & de = F

—-Jdz : F Ve —F

Ve : F)NG & Va ) falls © nicht frei in G
Ve:F) VG & Vo ) falls © nicht frei in G
(Fe:F)NG < 3x:( ) falls © nicht frei in G
(Fe:F) VG <3z (FVGE) falls © nicht frei in G
Ve:FAVYe : G e Vo )

e FVvIe:Ge I )

FV(GANH) < (FVG)YA(FVH) (Distributivitdt)
FA(GVH) < (FANG)V(FAH) (Distributivitdt)

Beweis. Wir beweisen beispielhaft den Fall: =Vz : F' < ¢ : = F
“= “Sei I eine Interpretation, die =¥z : F' erfiillt.

d.h. Vo : F gilt nicht in 7 (4.13 ).

~> D.h.: es gilt nicht: fiir alle @ aus der Trigermenge von I: I[a/xz] erfiillt F.

~» Somit gibt es ein a aus der Trigermenge von I, so daB§ F' nicht in I[a/2] gilt.

~» Es gibt ein a aus der Trigermenge von I, so dal I[a/«] die Formel = F erfiillt
(4.13, Fall - )

~ [ erfiillt damit 3o : =F. (4.13, Fall 3)

“<“ Sei [ eine Interpretation, die Jz : —=F erfiillt. Die obige Folgerungskette
kann auch riickwérts durchlaufen werden. a

Bemerkung 4.27. Mithilfe der obigen Tautologien kann man die sogenannte
Pranexform und auch die Negations-normalform einer Formel herstellen. Die
Préinez-formist dadurch gekennzeichnet, daf in der Formel zuerst alle Quantoren
kommen (Quantorprafix), und dann eine quantorenfreie Formel. Die Negations-
normalform ist dadurch gekennzeichnet, dafl alle Negationszeichen nur vor Ato-
men vorkommen und dafidie Junktoren =, < eliminiert sind.

Zur Umwandlung einer Formel in Pranexform braucht man nur die Aquiva-
lenzen zu verwenden, die Quantoren nach aufien schieben. Hierzu miissen alle
gebundenen Variablen verschiedene Namen haben. Die Aquivalenzen, die es er-
lauben, Subformeln unter Quantoren Va. zu schieben, falls diese die Subformel
die Variable z nicht enthilt, spielen eine wichtige Rolle.
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Die Negationsnormalform wird erreicht, indem man zunéchst =, < eliminiert
und dann alle Aquivalenzen nutzt, um Negationszeichen nach innen zu schieben.

Die Elimination von Existenzquantoren ist die sogenannte Skolemisierung
(Nach Thoralf Skolem).
Idee: Ersetze in 3z : P(x) das », “das existiert“ durch ein Konstantensymbol
a, d.h. 3z : P(x) — P(a) Ersetze in Vay...2, : Jy : P(xy,...,2n,y) das y

durch eine Funktion von x1,...,2,, d.h. Yoy ...z @ Jy @ P(a1, ..., 2n,y) —
Vay...xn  Pley, .o e, flo, ..o 20)).

Im nachsten Theorem sei G[a1, ..., ,,y] eine beliebige Formel, die die Va-
riablensymbole 21, ... &,,y frei enthdlt und Gla, ..., 2,,1] eine Variante von

F,in der alle Vorkommnisse von y durch ¢ ersetzt sind.

Satz 4.28. Skolemisierung

Eine Formel ' =V, ... 2y : Yy : Gy, ... x5,y ist (un-)erfillbar gdw. F' =
Vay...xn  Gley, ..o &n, f2e1, ..o 20)] (un-)erfillbar ist, wobei f ein n-stelliges
Funktionssymbol ist, das nicht in G vorkommdt.

Beweis. Wir zeigen die Erfiillbarkeitsdquivalenz. Die Unerfillbarkeitsdquivalenz
ergibt sich dann automatisch.

“=“Sei I} = (A, Iv) eine X -Interpretation mit [; = F, wobei X die Signatur
fir F ist. Fir Xy = X) plus zusétzliches n + 1-stelliges Funktionssymbol f
konstruieren wir ein Xa-Modell I fiir F folgendermafen: I = (As, [yy) mit
Ay := Aj plus eine neue n+ 1-stellige Funktion f4,, wobei fa, wie folgt arbeitet:
fiir alle @y, ..., an aus der Tragermenge von As: fa,(a1,...,a,) 1= ¢, so daf

Llayfay, ... anfan, c/yl E Glo, ... a0,
. Da I; ein Modell fiir F' 1st, existiert so ein ¢ immer.

~ Dlay/x1, .. an/en] EGler, .. e, fle1, ..o 20)]
~ Iy EVYey, . e Gy, o an, floen, o 20)]
~ " ist erfiillbar.

Die “«<=* Richtung ist trivial. O
Beispiel 4.29. Skolemisierung

Jx : P(x) — P(a)
Ve 3y Q(f(y,y), 2, y) — Vo : Q(F(9(),9(x)), z,9(x))
Ve,y:Jz:xt+z=y—2Ve,y: e+ (xSy) =y

Beispiel 4.30. Skolemisierung erhilt i.a. nicht die Allgemeingiiltigkeit (Falsifi-
zierbarkeit):

Vo : P(x)V —Va : P(z) ist eine Tautologie
Vo : P(x)V 3z : ~P(x) ist dquivalent zu
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V& : P(x) vV =P (a) nach Skolemisierung.

Eine Interpretation, die die skolemisierte Formel falsifiziert kann man kon-
struieren wie folgt: Die Tragermenge ist {a,b}. Es gelte P(a) und —P(b). Die
Formel ist aber noch erfiillbar.

Beachte, daB es dual dazu auch eine Form der Skolemisierung gibt, bei der
die allquantifizierten Variablen skolemisiert werden. Dies wird verwendet, wenn
man statt auf Widerspriichlichkeit die Formeln auf Allgemeingiiltigkeit testet. Im
Beweis ersetzt man dann die Begriff erfiillbar durch falsifizierbar und unerfiillbar
durch allgemeingiiltig.

Skolemisierung ist eine Operation, die nicht lokal innerhalb von Formeln ver-
wendet werden darf, sondern nur global, d.h. wenn die ganze Formel eine be-
stimmte Form hat. Zudem bleibt bei dieser Operation nur die Unerfiillbarkeit
der ganzen Klausel erhalten.

Satz 4.31. Allgemeinere Skolemisierung
Sei F' eine geschlossene Formel, G emne existentiell quantifizierte Unterformel in
F an einer Position p, Weiterhin set G nur unter All-quantoren, Konjunktionen,
und Disjunktionen. Die All-quantoren dber G binden die Variablen x1,... x,.
D.h. F ist von der Form F[y: G'lxq, ..., ¢, y]]

Dann ist F[G] (un-)erfillbar gdw. F[G'[x1,..., 20, f(21,...,2,)]] (un-
Jerfillbar ist, wobei f ein n-stelliges Funktionssymbol ist, das nicht in G vor-
kommt.

Definition 4.32. Transformation in Klauselnormalform unter Erhaltung
der Unerfillbarkest.
Folgende Prozedur wandelt jede prddikatenlogische Formel in Klauselform

(CNF) um:

1. Elimination von < und =: F & G = F = GAG = F (Lemma 4.26) und
F=G=>-FVvQd
2. Negation ganz nach innen schieben:

——F — F

S(FAG)—=-F V-G
S(FVG)—=-FA-G
-V :F —3dx:-F
—dx: I —Vx:-F

3. Skopus von Quantoren minimieren, d.h. Quantoren so weit wie méglich nach
wmnnen schieben

Va ) — FYNG  falls © nicht frei in G
Va Y= (Ve : F)V G  falls & nicht frei in G
o ( ) — FYNG  falls © nicht frei in G
e (FVGE)—> 3e:F)VG  falls x nicht frei in G
Va )= Ve FAYz: G
o ( > Je: FVv3Ie: G
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4. Alle gebundenen Variablen sind systematisch umzubenennen, um Namens-
konflikte aufzuldsen.

5. Emistenzquantoren werden durch Skolemisierung eliminiert

6. Allqguantoren loschen (alle Variablen werden als allquantifiziert angenom-
men.

7. Distributivitit (und Assoziativitdt, Kommutativitdt) iterativ anwenden, um
A nach auflen zu schieben (“Ausmultiplikation®). FV (GAH) = (FV G) A
(F'V H) (Das duale Distributivgesetz wiirde eine disjunktive Normalform
ergeben. )

Das Resultat dieser Prozedur ist eine Konjunktion von Disjunktionen (Klau-
seln) von Literalen:
(Ll,l V...V Ll,nl)
A (L21 V...V Lyy,)
A

A (LgaV...VLin,)
oder in (Multi- )Mengenschreibweise:

{{(Llyl’ cey Ll,nl},
{Lzyl’ .- ~,L2,n2},

L1y Lin

Beispiel {.33. Der CNF-algorithmus (4.32) ist im schlechtesten Fall exponentiell,
d.h. die Anzahl der Literale in der Klauselform wéachst exponentiell mit der
Schachtelungstiefe der Ausgangsformel (siche 2.4).

Analog zu 2.4 und unter den gleichen Bedingungen gibt es einen verbesserten
Algorithmus, der nur lineares Anwachsen der Formel zur Folge hat.

Beuwspiel 4.34.
Al: Dieb(Anton) V Dieb(Ede) V Dieb(Karl)
A2: Dieb(Anton) = (Dieb(Ede) Vv Dieb(Karl))
A3: Dieb(Karl) = (Dieb(Ede) vV Dieb(Anton))
A4: Dieb(Ede) = (— Dieb(Anton) A— Dieb(Karl))
Ab: = Dieb(Anton) V- Dieb(Karl)
Klauselform:
Al: Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)
A2: = Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)
A3: = Dieb(Karl), Dieb(Ede), Dieb(Anton)
Ada: = Dieb(Ede), = Dieb(Anton)
A4b: = Dieb(Ede), = Dieb(Karl)
Ab5: = Dieb(Anton),— Dieb(Karl)

Beuspiel 4.35. verschiedene Typen von Normalformen:

Original Formel: Ve : (¢ > 0=3: (6 > 0AVYz,y: (e &yl <6 = |9(z) &

9(y)l <¢)))
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Negations Normalform : (Alle Negationen innen; =, < eliminiert)

Ve:(me>0V3§:(0>0AVr,y: (mlzyl <dV|g(z) <9(y)| < <))

Prianex Form : (Alle Quantoren auflen) Ve : 36 :Va,y:e > 0= 0> 0A (Jz &
yl <d=lg(x) =9(y)| <e)

Skolemisierte Pranex Form : ¢ > 0 = f5(¢) > 0A (Jz ©y| < f5(e) =
lg(z) ©9(y)| <€)

Disjunktive Normalform : (- > 0)V(fd(e) > 0A-|zoy| < f5(e))V(fs(e) >
0/ Jg(x) ©g(y)| <e)

Konjunktive Normalform : (¢ > 0V fs5(¢) > 0) A (me > 0V -jz &y <
fd(e) Vlg(x) <9(y)] <e)

Klauselform : {{-¢ > 0, f5(¢) > 0}, {—e > 0, 0|z <y| < fs5(e), [9(z) ©g(y)| <

et}
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5 Resolution

Ein Kalkil soll die semantische Folgerungsbeziehung durch syntaktische Mani-
pulation nachbilden, d.h. genau dann wenn F' |= G| soll es moglich sein, entweder
(i aus F durch syntaktische Manipulation abzuleiten (F F G, positiver Beweis)
oder F' A =G durch syntaktische Manipulation zu widerlegen (F' A =G F false,
Widerlegungsbeweis). Fiir jeden Kalkiil muf} die Korrektheit gezeigt werden, d.h.
wann immer F + G, dann F' = G. Die Vollstandigkeit, d.h. wann immer F |= G|
dann F = G ist nicht notwendig. Was mdglichst gelten sollte (aber bei manchen
Logiken nicht moglich ist), ist die Widerlegungsvollstindigkeit, d.h. wann immer
F = G dann FA-G & false. Fiir PLy gibt es eine ganze Reihe unterschiedlicher
Kalkiile. Ein wichtiger und gut automatisierbarer ist der 1963 von John Alan
Robinson entwickelte Resolutionskalkiil. Er arbeitet in erster Linie auf Klauseln.

5.1 Grundresolution: Resolution ohne Unifikation

Im folgenden schreiben wir Klauseln teilweise als Folge von Literalen: Ly, ... L,
und behandeln diese als wéren es Multimengen. (teilweise auch als Mengen).

Definition 5.1. Resolution im Fall direkt komplementdrer Resolutionsliterale.
Elternklausel 1: L, Ky,..., K
Elternklausel 2: =L, N1,..., N,
Resolvente: Ky,...,Kpn,Ny,..., N,

Hierbei kann es passieren, dafl die Resolvente keine Literale mehr enthélt.
Diese Klausel nennt man die leere Klausel; Bezeichnung: O. Sie wird als “falsch“
interpretiert und stellt i.a. den gesuchten Widerspruch dar.

Beispiel 3.2.14 weiter fortgesetzt:

Beuspiel 5.2. siehe Beispiel 4.34
Al: Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)
A2: = Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)
A3: = Dieb(Karl), Dieb(Ede), Dieb(Anton)
Ada: = Dieb(Ede), = Dieb(Anton)
A4b: = Dieb(Ede), = Dieb(Karl)
Ab5: = Dieb(Anton),— Dieb(Karl)

Resolutionsableitung:

A2,2 & Ada,l F Rl: = Dieb(Anton), Dieb(Karl)
R1,2 & A52 F R2: = Dieb(Anton)

R2 & A3,3 F R3: - Dieb(Karl), Dieb(Ede)
R3,2 & A4b,1 F R4: = Dieb(Karl)

R4 & Al1,3 F Rb5: Dieb(Anton), Dieb(Ede)
R5,1 & R2 I+ R6: Dieb(Ede)

Also, Ede wars.
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Aussage 5.3. Die Grund-Resolution ist korrekt:

01 = L,I(l,...,[(m
C2:=:=L,Ny,..., N,
R =TKi,.. . Kn Np, ..., N,

Dann gilt C1 ACs E R.

Beweis. Wir miissen zeigen: Jede Interpretation, die die beiden Elternklauseln
wahr macht, macht auch die Resolvente wahr. Das geht durch einfache Fallun-
terscheidung:

Falls L wahr ist, mufl =L falsch sein. Da C; wahr ist, muf} ein N; wahr sein.
Da dieses Literal in R vorkommt, ist auch R (als Disjunktion betrachtet) wahr.
Falls L falsch ist, muf} ein K; wahr sein. Da das ebenfalls in der Resolvente
vorkommt, ist R auch in diesem Fall wahr. a

Bemerkung 5.4. Im Sinne der Herleitbarkeit ist Resolution unvollstandig: Nicht
jede Formel, die semantisch folgt, 148t sich durch Anwenden der Resolution ab-
leiten: Denn P |= PV Q. aber auf P alleine kann man keine Resolution anwenden.

Fiir den eingeschrinkten Fall, daf die Klauselmenge keine Variablen enthélt
(Grundfall) kénnen wir schon die Widerlegungsvollstindigkeit der Resolution
beweisen.

Satz 5.5.  (Widerlegungsvollstindigkeit der Grundresolution) Jede endliche
unerfillbare Grundklauselmenge ldfit sich durch Resolution widerlegen.

Bewets. siche Bewels von Satz 2.31 O

Resolution im allgemeinen Fall Fiir den allgemeinen Fall, wenn in den Lite-
ralen auch Variablen vorkommen, bendtigt man eine zusitzliche Operation, um
potentielle Resolutionspartner, d.h. Literale mit gleichem Pradikat und verschie-
denem Vorzeichen durch Einsetzung von Termen fiir Variablen komplementéar
gleich zu machen. Dazu fithren wir zunéchst das Konzept der Substitution ein.

Definition 5.6. (Substitution)

Eine Substitution o ist eine Abbildung, die Terme auf Terme abbildet und
die nur endlich viele Variablen verdndert. Zusdtzlich gilt: o(f(t1,...,tn)) =
flo(ti),...,o(tn)). D.h. die Substitution o kann man sehen als gleichzeitige Er-
setzung der Variablen ® durch den Term o(x).

Substitutionen werden meist geschrieben wie eine Menge von Variable - Term
Paaren:
{1‘1 l—)tl,...,l‘n l—)tl}

Mit Hilfe der rekursiven Definition:

R falls ¢t = #; und o(z;) = t;
o(t) = {f(a(tl), co(tn) falls £ = f(tr, .. .t)
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lassen sich solche Mengen von Variable - Term Paaren korrekt als (mit Da-
tenstruktur vertragliche) Abbildung auf beliebigen Termen definieren. Entspre-
chend kann man die Anwendung von Substitutionen auf Literale und Klauseln
definieren.

Beuspiel 5.7.

oc={x—a} o(x) =a,0(f(x,2)) = fla,a)
o=A{z—g(x)}  olx) =g(),0(f(z,2)) = flg(x),9(x)),
o(o(x)) = g(g(z))
c={ex—yy—a}olx)=yolocx)=a,
o(f(z,y)) = f(y,a)
c={e—yy—rtolx) =y o(flz,y) = fly,»)
Definition 5.8. Fiir eine Substitultion o = {x1 11, ..., &y v L, } heifit
dom(c) == {x1,..., 2} die Domain
cod(o) = {t1,...,tn} die Codomain

Substitutionen o mit o(o(t)) = o(t) fir alle Terme t heiffen idempotent.

Die Komposition o1 von Substitutionen o und 7 ist definiert als: or(t) :=
a(r(t)).

Gleichheit (modulo einer Menge von Variablen W) zwischen Substitutionen
o und T wird folgendermafen definiert: o = r[W] gdw. ox = 7a fir allex € W.

FEine Instantiierungrelation < [W] zwischen Substitutionen o und  (fiir eine
Menge von Variablen W ) ist folgendermafen definiert:

o < 7[W] gdw. es existiert eine Substitution A mit Ao = 7[W]. Zwei Substi-
tutionen o und T sind dquivalent, d.h. o = t[W] gdw. o < 7[W] und 7 < o[W]
gilt. Ist W die Menge aller Variablen, so kann man W weglassen.

Bemerkung 5.9. Die Relationen < [W] ist reflexiv und transitiv, aber nicht an-
tisymmetrisch. D.h. es ist eine Priordnung.

Die Relation & [IW] ist eine Aquivalenzrelation.

Eine Substitution ist genau dann idempotent wenn die Variablen der Domain
nicht in der Codomain vorkommen.

Beuwspiel 5.10.

Komposition:
—{e—=a{y— b} ={z— a,y—b}
~Hy=bH{e = fy)} ={z— f(b),y — b}
—{z—bH{r—al ={z— a}
Instantiierungsrelation:
—{r =y} < {r—a}lx]
— {z -y} < {z— a}[r,y] gilt nicht !
—{e—y} <{e—ay—a}
L e f@) < e (@)
Aquivalenz: {z — y,y — x} = Id (Id ist die identische Substitution)
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Fiir die Aquivalenz von Substitutionen gilt: o ~ 7[W] gdw. ¢ = pr[W] fiir
eine Variablenpermutation p. Eine Variablenpermutation p ist eine Substitution,
die Variablen permutiert, d.h. Dom(p) = Cod(p) und p bildet Variablen auf
Variablen ab. (Beweis Ubungsaufgabe)

Definition 5.11. (Resolution mit Unifikation)

EBlternklausel 1: L, Ky,..., Ky o ist eine Substitution (Unifikator)
Elternklausel 2: =L’ Ny,..., N, o(L) = o(L')
Resolvente: o(Ky,...,Km, N1,...,Ny)

Die Operation auf einer Klauselmenge, die eine Klausel C' auswihlt, auf diese
eine Substitution ¢ anwendet und (C') zur Klauselmenge hinzufiigt, ist korrekt.
Damit ist auch die allgemeine Resolution als Folge von Variableneinsetzung und
Resolution korrekt.

Beispiel 5.12. Dieses Beispiel (Eine Variante der Russelschen Antinomie) zeigt,
daBl noch eine Erweiterung der Resolution, die Faktorisierung, notwendig ist. Die
Aussage ist: Der Friseur rasiert alle, die sich nicht selbst rasieren:

Va : —(rasiert(x, x) < rasiert(Friseur, x)
rastert(z, x), rasiert(Friseur, r) o= {x— Friseur,y — Friseur}

—rasiert(Friseur,y), rasiert(y, y)
rasiert(Friseur, Friseur), —rasiert(Friseur, Friseur)

Die Klauseln sind widerspriichlich, was aber ohne eine Verschmelzung der Li-
terale mittels Resolution nicht ableitbar ist. In der folgenden Herleitung werden
die Variablen mit “Friseur “instantiiert, und dann die Literale verschmolzen.

rasiert(z, x), rasiert(Friseur, x) - rasiert(Friseur, Friseur)

—rasiert(Friseur,y), —rasiert(y,y) F —rasiert(Friseur, Friseur)

Danach ist es moglich, diese beiden Literale durch Resolution zur leeren
Klausel abzuleiten.

Definition 5.13. (Faktorisierung)

Elternklausel: L, L', Ky,..., Ky o(L) =o(L')
Faktor: o(L,Ky,..., Km)

Damit besteht der Resolutionskalkiil jetzt aus Resolution und Faktorisierung.

Definition 5.14. Der Resolutionskalkil transformiert Klauselmengen S wie
folgt:
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1. S = SU{R}, wobei R eine Resolvente von zwei (nicht notwendig verschie-
denen) Klauseln aus S ist.

2. S = SU{F}, wobei ' ein Faktor einer Klausel aus S ist.

Der Resolutionskalkil termainiert mit Erfolg, wenn die leere Klausel abgeleitet
wurde, d.h. wenn O € S.

Bei Klauselmengen nehmen wir wie iiblich an, dafl die Klauseln variablendisjunkt
sind.

Beispiel 5.15. Wir wollen die Transitivitdt der Teilmengenrelation mit Resolu-
tion beweisen. Wir starten mit der Definition von C unter Benutzung von €:

Ve,y: e CyeVw:wErz=>weEy

Das zu beweisende Theorem ist:

Ve,y,z: e CyAhyCz=>ax Cz

Umwandlung in Klauselform ergibt:

Hl: -z Cy~we€zr,wecy (= Teil der Definition)
H2: 2 Cy, f(x,y) €Ex (zwel <= Teile der Definition,
H3: 2 Cy,~f(z,y) €y f ist die Skolem Funktion fiir w)
Cl:aCld (drei Teile der negierten Behauptung,
C2:bCe a, b, ¢ sind Skolem Konstanten fiir z, y, z)
C3:—aCe

Resolutionswiderlegung:

H1,1 & C1, {z— a,y— b} FRL:~w€E€a,web
H1,1 & C2, {e—by—c} FR2:~webwee
H2,2 & R1,1, {t—a,w— fla,y)} FR3:a Cy, fla,y) €b
H3,2 & R2,2, {ly—cw— fr,e)} FRA: 2 Ce,—f(x,c)€b
R3.,2 & R4,2, {e—a,y—c} FRh:aCec,aCec

R5 & (Faktorisierung) FR6:aCec

R6 & C3 FR7: 0
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5.2 Unifikation

Die Resolutions- und Faktorisierungsregel verwenden Substitutionen (Unifikato-
ren), die zwei Atome syntaktisch gleich machen. Meist will man jedoch nicht
irgendeinen Unifikator, sondern einen moglichst allgemeinen. Was das bedeutet,
zeigen die folgenden Beispiele:

Beuspiel 5.16. Unifikatoren und allgemeinste Unifikatoren.

P(z),Q(z)

- P(y), R(y) oc={x—a,y—a}

Q(a), R(a) o ist ein Unifikator

P(z),Q(z)

~P(y), R(y) o={r—y}

Qy), R(y) o ist ein allgemeinster Unifikator
Fragen:

— Was heifit “allgemeinster® Unifikator?

— Wieviele gibt es davon? (¢/ = {y — x} im obigen Beispiel ist offensichtlich
auch einer.)

— Wie berechnet man sie?

Ein allgemeinster Unifikator (von zwei Atomen) kann man intuitiv dadurch
erklidren, daf} es eine Substitution ist, die zwei Terme oder Atome gleich macht,
und moglichst wenig instantiiert. Optimal ist es dann, wenn alle Unifikatoren
durch weitere Einsetzung in den allgemeinsten Unifikator erzeugt werden kénnen.

Definition 5.17. Unifikatoren und allgemeinste Unifikatoren.

Seien s und t die zu unifizierenden Terme (Atome) und W := FV (s,t). Eine
Substitution o heifft Unifikator (von s,t), wenn o(s) = o(t). Die Menge aller
Unifikatoren bezeichnet man auch mit U (s,1),

Eine Substitution o heifit allgemeinster Unifikator fir zwei Terme s und t

wenn
o ein Unifikator ist (Korrektheit)

fir alle Unifikatoren T gilt ¢ < 7[W] (Vollstindigkeit)
Der allgemeinste Unifikator ist i.a. nur eindeutig bis auf = [W]:

Beispiel 5.18. Es gibt (mindestens) zwei allgemeinste Unifikatoren fiir  und y:
{x — y}, {y — =}, die sich aber nur durch Variablenumbenennung unterschei-
den.

Die Beispiele legen die Vermutung nahe, dafl es bis auf Variablenumbenennung
immer einen allgemeinsten Unifikator gibt. Wir geben den Unifikationsalgorith-
mus in Form eines Regelpaketes an, das auf Mengen von Gleichungen operiert.

Definition 5.19. Unifikationsalgorithmus U1:

Eingabe: zwe: Terme oder Atome s und t:
Ausgabe: ‘“nicht unifizierbar“ oder einen allgemeinsten Unifikator:
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Zustande: auf denen der Algorithmus operiert: Eine Menge I' von Gleichun-
gen.

Initialzustand: [y = {s = t}.

Unifikationsregeln:
cosn) = ft, . te), T »
GE . 3n) = flh . ) (Dekomposition)
51 itl g ey Snitn,F
T
% (Tautologie)
=t 1
_— v e FV(I), x & FV (1) (Anwendung)
r=t{e =}l
t=z I
77% tg Vv (Orientierung)
x=t1
Abbruchbedingungen:
)=g(. ), T
I )Fagig ) wenn [ # g (Clash)
= t, I
Fail wenn ¥ € FV(t) vorkommt (occurs check Fehler)
ai
und t £«
Steuerung:

Starte mit I' = Iy, und transformiere I' solange durch (nichtdeterministi-
sche) Anwendung der Regeln, bis entweder eine Abbruchbedingung erfillt ist oder
keine Regel mehr anwendbar ist. Falls eine Abbruchbedingung erfillt ist, termi-
niere mit “nicht unifizierbar”. Fualls keine Regel mehr anwendbar ist, hat die
Gleichungsmenge die Form {x; oty o = ti}, wobei keine der Variablen
x; in einem t; vorkommt; d.h. sie ist in geldster Form. Das Resultat ist dann
{r1 =11, .., x5 — ti}. (siehe Lemma 5.22).

Beispiel 5.20. Unifikation von zwei Termen durch Anwendung der obigen Re-
geln:
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{k(f(z,9(a,9)), 9(x, h(y)) = k(F(h(y), 9(y, a)),9(z,2))}

— {f(z,9(a,y)) = f(h(y),9(y,a)),9(x,h(y)) = g(z,2)}  (Dekomposition)

= x = h(y),9(a,y) = gy, a),9(x, h(y) = 92, 2) (Dekomposition)
Sz =h(y),a<yy=a gz h(y) =gz 2) (Dekomposition)
— &= h(y),y = a,g(x,h(y) = 9(z,2) (Orientierung)
— oz = h(a),y = a,g(x,ha)) = g(z, 2) (Anwendung, y)
— &= hla),y=a,z=zhla) =z (Dekomposition)
S = hla),y=a,x=z 2= h(a) (Orientierung)
= h(a),y=a,z= h(a) (Anwendung,z)

Unifizierte Terme: k(f(h(a), g(a,a)),g(h(a), h(a))).

Satz 5.21. Der Unafikationsalgorithmus Ul termainiert, st korrekt und
vollstindig.

Beweis. Seien s und ¢ die zu unifizierenden Terme. Sei W := F'V (s, ).

Korrektheit: Wir miissen zeigen, daf§ die berechnete Substitution auch wirk-
lich ein Unifikator fiir die beiden Eingabeterme ist. Die Idee dazu ist folgende:
Man zeige, daf fiir jede Transformationsregel gilt: wenn die Gleichungsmen-
ge I'" nach einer Regelanwendung unifizierbar ist, dann ist auch die ent-
sprechende Menge vor der Regelanwendung unifizierbar. Per Induktion nach
der Anzahl der Regelanwendungen ergibt sich dann: Wenn die Lésungsglei-
chungsmenge unifizierbar ist, dann sind auch die Ausgangsterme unifizierbar.
Man muf jetzt jede Unifikationsregel darauthin untersuchen.

Wir machen das am Beispiel der Dekompositionsregel:

= 1,} U I ist unifizierbar, d.h. es

existiert eine Substitution 7 € U({s; = ty,...8y = t,} U T). Dann gilt
selbstverstiandlich 7f(s1,...,s,) = 7f(t1,...,1n), d.h. das Gleichungssystem
vorher ist unifizierbar. Fiir die anderen Regeln ist die Argumentation analog.

Terminierung Um zu zeigen, dafl der Unifikationsalgorithmus immer termi-
niert, miissen wir ein (fundiertes) Mafl fiir Gleichungssysteme finden, das
nach jeder Regelanwendung kleiner wird. Ein Maf ist das Tupel (Anzahl der
ungeldsten Variablen, Anzahl der Symbole, Anzahl der falsch orientierten
Gleichungen) mit lexikographischer Ordnung. (Eine Variable  heifit gelost

Angenommen, IV = {s; = 11,...,s,
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wenn sie nur noch in der Gleichung = ¢, aber # nicht in ¢ vorkommt.). Die-
ses MafBl wird nach jeder Regelanwendung kleiner: Wenn die Dekomposition
oder Tautologieregel feuert, wird die Anzahl der Symbole kleiner, wenn die
Anwendungsregel feuert, wird die Anzahl der ungel6sten Variablen kleiner,
und die Orientierungsregel verkleinert die dritte Komponente und 148t die
anderen fest.

Vollstandigkeit: Wir zeigen, dafl alle Regeln die Menge der Unifikatoren nicht
verdndert. Da die Korrektheit schon gezeigt ist, d.h. die Menge vergréfiert
sich nicht, miissen wir jetzt nur noch zeigen, dafl die Menge der Unifikatoren
sich nicht verkleinert. Sei 7 eine Substitution mit 7 € U(I') und sei I' = I’
transformiert worden. Wenn die entsprechende Regel die Dekomposition,
Tautologie oder die Orientierung war, dann sieht man leicht ein, dafl 7 €
U(I'"). Betrachtung wir die Regel (Anwendung). Dann gilt 72 = rt. Hieraus
folgt, daBl 7 = 7{& — ¢} ist, denn fiir « gilt: 7(z) = 7(¢) und T{x — t}(z) =
7(t). Fiir andere Variablen y # # gilt offenbar 7{z — t}(y) = 7(y). Folglich
gilt auch hier 7 € U(I").

O

Lemma 5.22. Der Unifikationsalgorithmus Ul terminiert entweder mit einem
Unifikator in geldster Form, oder er bricht ab mit “nicht unifizierbar “.

Beweis. nach 5.21 terminiert Ul immer. Es gibt folgende Moglichkeiten: entwe-
der bricht er ab mit “nicht unifizierbar“ oder es ist keine Regel mehr anwendbar.
Wenn keine Regel mehr anwendbar ist, dann gibt es nur noch Gleichungen # = ¢,
Dekomposition ist nicht mehr anwendbar, die Gleichungen sind richtig orientiert

und x kommt nur einmal in " vor, insbesondere nicht in ¢. a
Lemma 5.23. Sei I' = {a3 =ty = ti} ein Gleichungssystem in geldster
Form. Dann ist o := {x1 —11,..., 25 — g} ein allgemeinster Unifikator.

Beweis. Offenbar ist ¢ ein Unifikator. Zum Nachweis der Allgemeinstheit sei 7
ein Unifikator von I'. Dann gilt 7o = 7: 7oe; = 7¢; = 72; fir e =1,... n und
fiir eine Variable ¢ {x1,..., 25} gilt Tox = 72. Also ist ¢ allgemeiner als 7. O

Satz 5.24. Fir jedes unifizierbare Gleichungssystem I' gibt es bis auf Umbe-
nennung von Variablen genau einen allgemeinsten Unifikator und Ul berechnet
etnen solchen.

5.3 Komplexitiat des Unifikationsalgorithmus

Aussage 5.25. Der Unifikationsalgorithmus Ul hat exponentielle Laufzeit in
der Anzahl der Symbole der zu unifizierenden Terme:

Beuspiel 5.26. Zu unifizieren sei:

o

Flaa, 23,24, ..., 20) = fg(®1,21),9(x2, 2), g(23,23), ..., 9(Tn_1,Tpn_1))

Der Unifikationsalgorithmus arbeitet dann folgendermaflen:
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o

flaa, xs,a, .. 20) = flg(z1, 21), 9(22, 22), 9(23,23), ..., 9(xn 1,2, 1))
— xa = g1, 21), 23 = g(22,22), 24 = g(x3,23), ..., T = g(Tp_1,Zn_1)

— 2y = g(x1,21), 23 = g(g(z1,21),9(z1,21)), ... 20 = g(Tn-1,%n-1)

— X2 = g(l‘l, l‘l), T3 = g(g(l‘l, l‘l),g(l‘l, l‘l)),

e e

(Dekomposition)

(Anwendung, z2)

vy =g(glg(xr,21),9(x1,21)),9(g9(x1, 21),9(x1,21))), ..., ®n = g(®n—1, n—1) (Anwendung, z3)

Da die Terme exponentiell anwachsen, benotigt man in diesem Beispiel ex-
ponentiell viel Platz.

Eine Verbesserung ist die Verwendung von Sharing, d.h.gerichteten Graphen
statt Baumen). Danach wird der Platzbedarf stark verbessert (linear), allerdings
benotigt der (naive) occurs-check exponentiellen Aufwand. Auch diesen kann
man verbessern durch Verwendung von optimierten Graph-algorithmen, so dafl
man nach Optimierung einen im schlimmsten Fall quadratischen Algorithmus
erhalt.

Es gibt jedoch Unifikationsalgorithmen, die durch geschickte Représentation
der Terme eine lineare Komplexitdt haben [PM68]. Allerdings sind fiir praktische
Zwecke die Varianten des Algorithmus von Martelli und Montanari geeigneter

[MM82].

5.4 Der allgemeine Resolutionskalkiil

Wir kénnen nun zusammenfassend sagen, wie der Resolutionskalkiil auf Klau-
selmengen arbeitet:

Definition 5.27. Der Resolutionskalkiil ist ein Kalkil, der Klauselmengen in
Klauselmengen transformiert mit den folgenden beiden Regeln:

1. Sei C' eine Menge von Klauseln. Sei R eine Resolvente von zwei (nicht not-
wendig verschiedenen) Klauseln in C'S, wobei der zugehdrige Unifikator ein
allgemeinster ist. Dann bilde C' .= C' U {R}

2. Ser (' ewne Menge von Klauseln. Ser F' ein Faktor einer der Klauseln in
C'S, wobei der zugehorige Unifikator ein allgemeinster ist. Dann bilde C' .=
CU{F}

5.5 Schritte zum Vollstindigkeitsbeweis der allgemeinen Resolution

Definition 5.28. Herbrand Interpretation: Sei C eine Klauselmenge tiber der
Signatur X und V. FEine Herbrand Interpretation ist eine Interpretation

(Iy,T(X,0), P) wobei
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— T(X,0) die Grundtermalgebra ist (ohne Variablensymbole) (auch Herbrand
Universum genannt) und

— Iy eine Variablenbelegung in T(X,0), d.h. eine Abbildung auf Grundterme

— P fiir jedes Prddikatensymbol eine Relation auf Grundtermen festlegt.

(Fiir jedes Pridikatensymbol kann man die Relation dadurch festlegen, daff man
eine Menge von Atomen angibt, die als wahr in der Interpretation angenommen
werden sollen.)

Bemerkung: Fiir eine feste Klauselmenge unterscheiden sich die Herbrand-
Interpretationen nur durch die Interpretation der Variablen und Pradikatensym-

bole.

Satz 5.29. (Herbrand Theorem) Fiir eine unerfillbare Menge C' von Klauseln
gibt es eine endliche unerfillbare Menge von Grundinstanzen

Beweis. 1.) Die Menge Cy, aller Grundinstanzen von C' ist unerfiillbar. Wir
nehmen an, daf§ die Menge Cy, aller Grundinstanzen von C erfiillbar ist, von
einer Interpretation /. Wir konstruieren eine Herbrandinterpretation Iz fiir Cy,
wie folgt: In jeder Grundklausel wird mindestens ein Literal von I wahr gemacht.
All diese Literale zusammen ergeben dann genau eine (Herbrand) Interpretation
der Pradikatensymbole, die in C' vorkommen.

Um zum Widerspruch zu kommen, miissen wir jetzt zeigen, dafl diese Her-
brandinterpretation auch die urspriingliche Klauselmenge C' erfiillt. Das heifit,
fiir jede Klausel D und fiir jede Belegung der Variablen 1, ..., z, in der Klau-
sel mit Grundtermen muf} gelten, dal Ig[ti/®1,...,tn/2s] E D. Es ist jedoch
{1 = t1,...,2, = 1,}C gerade eine der Grundklauseln, die von Iy erfillt
wird. Da bei Herbrand-Interpretationen Variablenbelegungen dasselbe sind wie
Substitutionen, gilt: Ig[ti/®1, ..., tn/2n] E C. Also wird die Klauselmenge C
von g erfiillt, und das ist der gesuchte Widerspruch.

2.) Es gibt eine endliche unerfiillbare Teilmenge von Cj,:

Annahme: jede endliche Teilmenge von Cy,: erfiillbar ist. Wir konstruieren
damit eine Interpretation von von Cyr. Sei Ay, As, ... eine Aufzdhlung der Ato-
me einer Herbrandbasis (alle Grundatome). Sei B := | B,, wobei B,, := {B | B :
{A1, Az, ..., Ap} = {0,1}}. Das ist die Menge aller méglichen (Teil-) Belegun-
gen von Atomen. Dies ergibt einen Baum mit den Belegungen als Knoten; von
B nach B’ geht genau dann eine gerichtete Kante, wenn B € B,,, B’ € B,4+1
und B und B’ auf {A;, As, ..., A,} ibereinstimmen. Ein Knoten B € B, in
diesem Baum heifit abgeschlossen, wenn es eine Klausel in C, gibt, so dafi alle
in Cy vorkommenden Atome in {Aq, As,..., A,} sind und B diese Klausel zu
falsch evaluiert. Offenbar ist auch jeder Nachfolgeknoten eines abgeschlossenen
Knotens wieder abgeschlossen. Fiir jedes n gibt es einen nicht abgeschlossenen
Knoten in B,,, denn anderenfalls gibt es fiir jeden Knoten in B, eine Klausel in
Cyr, die zu falsch evaluiert wird. Dies sind endlich viele Klauseln, deren Konjunk-
tion kénnte dann von keiner Interpretation erfiillt werden, was ein Widerspruch
zur obigen Annahme ist. Der Teilbaum der nicht abgeschlossenen Knoten ist ein
unendlicher Baum mit endlicher Verzweigungsrate. Nach Konig’s Lemma gibt
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es einen unendlichen Pfad in diesem Baum. Dieser unendliche Pfad stellt gerade
eine Interpretation von Cy, dar. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dafl
Cyr unerfiillbar ist. Damit haben wir gezeigt, dafi es eine endliche unerfiillbare
Teilmenge von Cy,. gibt. ad

Das hier nicht bewiesene Kompaktheitstheorem fiir PL; sagt aus, daf jede
unerfiillbare unendliche Menge von Aussagen eine endliche, unerfiillbare Teil-
menge hat. Unter Ausnutzung dieses Satzes kann man im zweiten Teil des obigen
Beweises sofort schlieflen, daf es eine unerfiillbare endliche Teilmenge von Cly,
geben muf.

Das Herbrand Theorem konnen wir jetzt fiir folgende Argumentation be-
nutzen: Fiir eine unerfiilllbare Klauselmenge gibt es offensichtlich eine endliche
Menge von Grundinstanzen, so dafi diese Grundklauselmenge unerfiillbar ist.
Diese Grundklauselmenge kénnen wir durch Resolution ohne Unifikation wider-
legen, das sagte gerade das Theorem 5.5. Was wir jetzt noch brauchen ist die
Moglichkeit, diese Widerlegung auf der variablenfreien Ebene zu einer Widerle-
gung auf der Ebene der Originalklauseln zu “liften®, d.h. wir miissen zeigen, dafl
es fiir jeden Grundresolutionsschritt eine entsprechende allgemeine Resolution
gibt, so daf} die Grundresolvente eine Instanz der allgemeinen Resolvente ist.
Das leistet das sogenannte Lifting Lemma

Lemma 5.30. Lifting Lemma

Seien C' und D zwer beliebige Klauseln ohne gemeinsame Variablen, Cy, und
Dy, zwer Grundinstanzen davon. Fiir jede Resolvente Ry, zwischen Cgr und Dy,
gibt es eine entsprechende Resolvente R von Faktoren (siehe Definition. 5.13)
von C' und D, so daff Ry eine Grundinstanz von R ist.

Beweis. siehe einschléagige Literatur. a

Satz 5.31. Vollstindigkeit der Resolution und Faktorisierung mat allgemeinsten
Unifikatoren: Fiir jede unerfilllbare Klauselmenge gibt es einen Widerlegungsbe-
weis mittels Resolution und Faktorisierung.

Beweis. Wir sammeln einfach alle bisherigen Ergebnisse auf: Nach dem Her-
brand Theorem (5.29) gibt es eine endliche unerfiillbare Grundklauselmenge, fiir
die man nach Theorem 5.5 eine Resolutionswiderlegung findet. Durch Induktion
nach der Anzahl der Grundresolutionen bekommt man jetzt mittels des Lifting
Lemmas, daf} es fiir jede dieser Grundresolutionen eine entsprechende Sequenz
von Faktorisierungen und Resolution mit allgemeinsten Unifikatoren gibt, so
daf} die Resolvente allgemeiner ist als die Grundresolvente. Fiir die allerletzte
Grundresolvente, die leere Klausel, ist die einzige allgemeinere Klausel ebenfalls
die leere Klausel. Daher wird auf der allgemeineren Ebene ebenfalls die leere
Klausel produziert. a
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Gt —=> G —>0 allgemeine Ebene

Herbrandl ’T‘ A
Theorem\l/ |Lifti ng ... |

Cl,gr —> CZ,gr

Grundebene

5.6 Ein Beispiel fiir Resolutionsbeweise

Wir formulieren in PL; Aussagen iiber eine andere Logik, nennen wir sie MINI.
Dies ist eine Implementierung einer Variante des Hilbertkalkiils fiir Aussagenlo-
gik. Die Syntax dieser Logik MINI lasse nur nullstellige Pradikatensymbole und
einen Implikationsjunktor /M P zu. Wir betrachten einen Kalkiil fiir MINI mit
zwel logischen Axiomen

X IMP (Y IMP X)

(X IMP (Y IMP Z)) IMP (X IMPY) IMP (X IMP Z))

und der einzigen Schlufiregel Modus Ponens

X, (XIMPY)
i%

D.h. der Kalkiil arbeitet auf Mengen von Formeln, und fiigt entsprechend der
Schlufiregel Modus ponens neue Formeln hinzu. Allerdings ist diese Schlufiregel
mit Instanziierung verbunden, so dafl diese korrekter lauten sollte:

Xy, (Xo IMPY)
a(Y)

Dabei stehen X3, X5, VY, Z jeweils fiir beliebige MINI-Formeln. Wir wollen
zeigen, daf im MINI-Kalkiil die Formel (X TM P X) fiir beliebige MINI-Formeln
X ableitbar ist.

Um die Aussagen iiber MINI in PL; zu formulieren, benutzen wir ein
PLy-Pradikatensymbol “ableitbar® und kodieren den Junktor als ein PLi-
Funktionssymbol “imp“ (in Préfixschreibweise). Dadurch werden MINI-Formeln
als PLi-Terme dargestellt. Der MINI-Kalkiil 148t sich dann folgendermaflen
durch PLi-Formeln beschreiben:

o ist allgemeinster Unifikator von X, X,

Fl:Va,y: ableitbar(imp(z, imp(y, ©)))
F2:Va,y, z : ableitbar(imp(imp(xz, imp(y, z)), imp(imp(z, y), imp(z, z))))

F3:Va,y: ableithar(x) A ableitbar(imp(x,y)) = ableitbar(y)
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Wir wollen zeigen, dafl daraus folgende Formel folgt:

BV : ableitbar(imp(x, z))

Die Klauselform von F1 A F2 A F3 A —B ist eine Menge von vier
Klauseln, wobei die Variable in =B durch eine nullstellige Skolemfunktion, also
eine Skolemkonstante ¢ ersetzt ist:

C1 = ableitbar(imp(xq, imp(y1, 21)))
C2 = ableitbar(imp(imp(za, imp(ya, z2)), imp(imp(za, y2), imp(xa, 22))))
C3 = —ableitbar(xs), —ableitbar (imp(xs, y3)), ableitbar(ys)

B = —ableitbar(imp(c, c))

Im folgenden bezeichne C,n das n-te Literal einer Klausel ', das Kiirzel
C,n+ D, mt R steht fiir eine Anwendung der Resolutionsregel mit den entspre-
chenden Resolutionsliteralen der Elternklauseln ' und D und der Resolvente R.
Die Variablen jeder Resolvente werden systematisch umbenannt, um Namens-
konflikte zu vermeiden.Wir fithren folgende Resolutionsableitung durch:
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Cl1+C3,1{z3 > imp(z1, imp(y1, x1))}
F Rl = —ableitbar(imp(imp(x, imp(yl x1)), ys)), ableitbar(y3)
— Rl = —ableitbar (imp(imp(za, imp(ys, x4)), z4)), ableitbar(z4)
C2 + R1, 1{za — imp(imp(za, ya), imp(@a, 4)), ®2 > Ta, Y2 = Ya, 22+ Ta}
F R2 = ableitbar(imp(imp(zs, ys), imp(z4, 24)))
— R2 = ableitbar (imp(imp(x5, ys), imp(xs, ©5)))
R2+ C3,2{x3— imp(zs,ys), ys — imp(zs, x5)}
F R3 = —ableitbar(imp(ws, ys)), ableitbar (imp(xs, x5))
— R3 = —ableitbar(imp(zs, ys)), ableitbar(imp(xs, z6))
Cl+ R3, {ze— z1,ys — imp(y1,21)}
F R4’ = ableitbar(imp(z,, x1))
— R4 = ableitbar(imp(x7, 7))

B+R4 + R5=0
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6 Loschregeln: Subsumption, Tautologie und Isoliertheit

Wenn man einen automatischen Beweiser, der nur mit Resolution und Fakto-
risierung arbeitet, beobachtet, dann wird man sehr schnell zwei Arten von Re-
dundanzen feststellen: Der Beweiser wird Tautologien ableiten, d.h. Klauseln, die
ein Literal positiv und negativ enthalten, z.B. {P, =P, ...}. Diese Klauseln sind
in allen Interpretationen wahr und koénnen daher zur Suche des Widerspruchs
(leere Klausel) nicht beitragen. Man sollte entweder ihre Entstehung verhindern
oder sie wenigstens sofort 16schen. Weiterhin wird der Beweiser Klauseln ab-
leiten, die Spezialisierungen von schon vorhandenen Klauseln sind. Z.B. wenn
schon {P(z), @} vorhanden ist, dann ist {P(a), @} aber auch {P(y), @, R}, ei-
ne Spezialisierung. Alles was man mit diesen (subsumierten) Klauseln machen
kann, kann man genausogut oder besser mit der allgemeineren Klausel machen.
Daher sollte man subsumierte Klauseln sofort 16schen. Es kann auch passieren,
daf} eine neue abgeleitete Klausel allgemeiner ist als schon vorhandene Klauseln
(die neue subsumiert die alte).

Pragmatisch gesehen, mufl man auch verhindern, daf bereits hergeleitete und
hinzugefiigte Resolventen (Faktoren) noch einmal hinzugefiigt werden. D.h. eine
Buchfiihrung kann sinnvoll sein.

Im folgenden wollen wir uns die drei wichtigsten Loschregeln und deren Wir-
kungsweise anschauen und deren Vollstandigkeit im Zusammenhang mit der Re-
solution zeigen.

Definition 6.1. Isoliertes Literal

Sei C eine Klauselmenge, D eine Klausel in C und L ewn Literal In D. L heifit
isoliert, wenn es keine Klausel D' # D mit einem Literal L' in C gibt, so daff L
und L' verschiedenes Vorzeichen haben und L und L' unifizierbar sind.

Die entsprechende Reduktionsregel ist:

Definition 6.2. ISOL: Ldschregel fiir isolierte Literale
Wenn D eine Klausel aus C ist mit einem isolierten Literal, dann lésche die
Klausel D aus C.

Daf} diese Regel korrekt ist, kann man mit folgender prozeduralen Argumenta-
tion einsehen: Eine Klausel D, die ein isoliertes Literal enthélt, kann niemals
in einer Resolutionsableitung der leeren Klausel vorkommen, denn dieses Lite-
ral kann mittels Resolution nicht mehr entfernt werden und ist deshalb in allen
nachfolgenden Resolventen enthalten. Dies gilt auch fiir eine eventuelle spéte-
re Resolution mit einer Kopie von D. Also kann ein Resolutionsbeweis in der
restlichen Klauselmenge gefunden werden. Somit gilt:

Satz 6.3. Die Ldschregel fiir isolierte Literale kann zum Resolutionskalkil hin-
zugenommen werden, ohne die Widerlegungsvollstindigkeit zu verlieren.

Die Loschregel fiir isolierte Literale gehort gewissermafen zur Grundausstat-
tung von Deduktionssystemen auf der Basis von Resolution. Sie kann mégliche
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Eingabefehler finden und kann Resolventen mit isolierten Literalen wieder ent-
fernen. Der Suchraum wird im allgemeinen jedoch nicht kleiner, denn die Ein-
gabeformeln enthalten normalerweise keine isolierten Literale. Das Loschen von
Resolventen mit isolierten Literalen ist noch nicht ausreichend. Denn ein nachfol-
gender Resolutionsschritt kénnte genau denselben Resolutionsschritt noch ein-
mal machen. Das Klauselgraphverfahren z.B.hat diese Schwichen nicht.

Beuspiel 6.4. Betrachte die Klauselmenge

C1l: P(a)
C2:P(b)
C3:=Q(b)

C4:=P(x),Q(x)

Diese Klauselmenge ist unerfiillbar. Am Anfang gibt es keine isolierten Literale.
Resolviert man C'1+C4 so erhilt man die Resolvente {@(a)}. Das einzige Literal
ist isoliert. Somit kann diese Resolvente gleich wieder geléscht werden. D.h. dieser
Versuch war eine Sackgasse in der Suche.

Eine weitere mogliche Redundanz ist die Subsumption

Definition 6.5. Seien D und E Klauseln. Wir sagen daff D die Klausel E
subsumiert, wenn es eine Substitution o gibt, so daff c(D) C E

D subsumiert F wenn D eine Teilmenge von E ist oder allgemeiner als ei-
ne Teilmenge von F ist. Zum Beispiel {P(x)} subsumiert {P(a), P(b),Q(y)}.
Daf} eine Klausel F, die von D subsumiert wird, redundant ist, kann man sich
folgendermaflen klarmachen:

Wenn eine Resolutionsableitung der leeren Klausel irgendwann E benutzt,
dann miissen in nachfolgenden Resolutionsschritten die “iiberfliissigen® Literale
wieder wegresolviert werden. Hatte man statt dessen D benutzt, wire diese extra
Schritte {iberfliissig.

Die entsprechende Reduktionsregel ist:

Definition 6.6. SUBS: Loschregel fiir subsumierte Klauseln
Wenn D und E Klauseln aus C sind, D subsumiert £ und E hat nicht weniger
Literale als D, dann lésche die Klausel E aus C .

Beuspiel 6.7.

— P subsumiert {P, S}.

~ {Q(x), R(z)} subsurmiert {R(a), 5, Q(a))
— {E(a,x), E(x,a)} subsumiert {F(a,a)} D.h eine Klausel subsumiert einen
ihren Faktoren. In diesem Fall wird nicht geléscht.
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— {=P(x), P(f(=))} impliziert {=P(z), P(f(f(x))} aber subsumiert nicht.

Die Subsumptionsléschregel unterscheidet man manchmal noch nach
Vorwérts- und Rickwirtsanwendung. Vorwdrtsanwendung bedeutet, dafi man
gerade neu erzeugte Klauseln, die subsumiert werden, 16scht. Rickwdrtsanwen-
dung bedeutet, dal man alte Klauseln 16scht, die von gerade erzeugten Klau-
sel subsumiert werden. Die Bedingung, dafl D nicht weniger Literale als C' ha-
ben muf}, verhindert, dafl Elternklauseln ihre Faktoren subsumieren. Die Ein-
schrankung auf das syntaktische Kriterium 6(C') C D fiir Subsumption ist
zunichst mal pragmatischer Natur. Es ist ndmlich so, dafl man die allgemeine Im-
plikation, C' = D, nicht immer entscheiden kann. Selbst wenn man es entscheiden
konnte, wire es nicht immer geschickt, solche Klauseln zu 16schen. Z.B. folgt die
Klausel {=P(x), P(f(f(f(f(f(x))))))} aus der Klausel {-P(z), Pf(x))}. Um ei-
ne Widerlegung mit den beiden unéren Klauseln P(a) und =P (f(f(f(f(f(a))))))
zu finden, bendétigt man mit der ersten Klausel gerade zwei Resolutionsschritte,
wahrend man mit der zweiten Klausel 6 Resolutionsschritte bendtigt. Wiirde
man die implizierte Klausel 16schen, wiirde der Beweis also viel langer werden.

Ein praktisches Problem bei der Loschung subsumierter Klauseln ist, dafl
der Test, ob eine Klausel C' eine andere subsumiert, NP-vollstiandig ist. In der
Praxis macht das keine Schwierigkeiten, da man den Subsumptionstest auch
unvollstdndig ausfiihren kann, indem man nicht alle m&glichen Permutationen
von Literalen mit gleichem Pradikat ausprobiert.

Um zu zeigen, dafl man gefahrlos subsumierte Klauseln 16schen kann, d.h.
dal man Subsumption zu einem Resolutionsbeweiser hinzufiigen kann ohne dafl
die Widerlegungsvollstandigkeit verlorengeht, zeigen wir zunéchst ein Lemma.

Lemma 6.8. Seien D, E Klauseln in der Klauselmenge C, so dafi D die Klausel
E subsumiert. Dann wird jede Resolvente und jeder Fuktor von E wvon einer
Klausel subsumiert, die ableitbar ist, ohne E zu verwenden, wobei statt E die
Klausel D oder Faktoren von D verwendet werden.

Beweis. Faktoren von E werden offensichtlich von D subsumiert. Seien £ =
{K}UER und F = {M} U Fg, wobei K und M komplementére Literale sind
und sei R := 7Egr U TFgr die Resolvente.

Sei ¢(D) C E.

1. o(D) C Eg.
Dann ist ro(D) C Fg, d.h. D subsumiert die Resolvente R.

2. D={L}UDg,cDr C Egund o(L) = K
Die Resolvente von D mit F' auf den Literalen L, M und dem allgemeinsten
Unifikator p ist dann pDg U pFg. Sei 7 die Substitution, die auf E wie 7o
wirkt und auf F' wie 7. Diese Definition ist moglich durch Ab&nderung auf
Variablen, da wir stets annehmen, dafl verschiedene Klauseln variablendis-
Junkt sind. Da p allgemeinst ist, gibt es eine Substitution A mit Ay = 7.
Dann ist AuDgr UAulFgr = roDrUTFr C TER U TFR. Also wird die Resol-
vente Rvon E und F subsumiert von einer Resolvente von D und F.
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3. 0Dgr C E aber nicht ¢ Dy C Eg.
Dann ist Dp = {L1,..., L} U D% und oL; = oL = K. Mit einer Argu-
mentation dhnlich zu der in Fall 1 sieht man, dafl es einen Faktor D’ von
D gibt, der L und alle L; verschmilzt und immer noch E subsumiert. Auf
diesen kann dann Fall 1 angewendet werden.
O

Satz 6.9. Der Resolutionskalkil zusammen mat der Léschung subsumaierter
Klauseln ist widerlequngsvollstindig.

Beweis. Induktion nach der Lange einer Resolutionsableitung mit Lemma 6.8 als
Induktionsschritt und der Tatsache, daf die einzige Klausel, die die leere Klausel
subsumiert, selbst nur die leere Klausel sein kann, liefert die Behauptung. a

Definition 6.10. Sei D cine Klausel. Wir sagen daff D eine Tautologie ist,
wenn D in allen Interpretationen wahr ist.

Beispiele fiir Tautologien sind {Pa,—Pa}, {Qa, P(f(x)), 7 P(f(x), @b} oder
{Pz,—Pz}. Keine Tautologien sind {Pz,=Pf(y)} und {-P(z,y), P(y,x)}. Ein
syntaktisches Kriterium zur Erkennung von tautologischen Klauseln ist der Test,
ob zwei komplementére Literale L, L' enthalten sind mit gleichen Atomen. (siehe
Beispiel 4.16).

Die entsprechende Reduktionsregel ist:

Definition 6.11. TAUT: Loéschregel fiir tautologische Klauseln
Wenn D ewne tautologische Klausel aus der Klauselmenge C ist, dann ldsche die
Klausel D aus C.

Da tautologische Klauseln in allen Interpretationen wahr sind, ist die Loschung
von Tautologien unerheblich fiir die Unerfiillbarkeit.

Satz 6.12. Die Lédschregel fiir tautologische Klauseln ist widerlequngs-
vollstindig.

Beweis. Hierzu zeigt man, dafl ein Beweis, der eine tautologische Klausel be-
nutzt, verkiirzt werden kann:

Sei ¢' = C1V LV =L eine tautologische Klausel, die im Beweis benutzt wird.
Sei D = Dy Vv L' die Klausel, mit der als nachstes resolviert wird. Wir konnen
annehmen, dal L' und =7 komplementar sind mit allgemeinstem Unifikator o
Das Resultat ist o(C1 V L V Dy). Diese Resolvente wird von D subsumiert. Mit
Lemma 6.8 konnen wir den Resolutionsbeweis verkiirzen, indem D statt dieser
Resolvente genommen wird. Mit Induktion kénnen so alle Tautologien aus einer
Resolutionsherleitung der leeren Klausel eliminiert werden. a

Es gilt:

Satz 6.13. Der Resolutionskalkiil zusammen mit Léschung subsumierter Klau-
seln, Léschung von Klauseln mit isolierten Literalen und Léschung von Tauto-
logien ist widerlequngsvollstindig.
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Die Léschung von subsumierten Klauseln kann sehr zur Verkleinerung von
Suchrdumen beitragen. Umgekehrt kann das Abschalten der Subsumptionsre-
gel einen Beweis dadurch praktisch unmoglich machen, dafl mehr als 99% aller
abgeleiteten Resolventen subsumierte Klauseln sind. Es gibt noch verschiedene
destruktive Operationen auf der Menge der Klauseln, die als Zusammensetzung
von Resolution, Faktorisierung und Subsumption verstanden werden k&nnen.
Zum Beispiel gibt es den Fall, dafl ein Faktor eine Elternklausel subsumiert, wie
in {P(xz,z), P(x,y)}. Faktorisierung zu {P(z, )} und anschlieflende Subsump-
tionsloschung kann man dann sehen als Ersetzen der urspriinglichen Klausel
durch den Faktor. Diese Operation wird auch Subsumptionsresolution genannt.
Die Prozedur von Davis und Putnam (sieche Abschnitt 2.6) zum Entscheiden der
Unerfiillbarkeit von aussagenlogische Klauselmengen kann man jetzt leicht aus
Resolution, Subsumptionsregel, Isolationsregel und Fallunterscheidung zusam-
menbauen.
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7 Einschrankung der Resolution

Der Resolutionskalkiil hat durch die Verwendung allgemeinster Unifikatoren den
Vorteil, daf} die Verzweigungsrate im Suchraum endlich ist, d.h. fiir jede Klausel-
menge gibt es nur endlich viele, und i.a. nicht allzu viele Moglichkeiten, Resolven-
ten abzuleiten. Trotzdem gibt es noch nicht “den super-Resolutionsbeweiser, der
alle machbaren Verifikations- und mathematischen Probleme 16st. Einer Grund
ist, dafl immer noch sehr viele offensichtliche Redundanzen im Kalkiil stecken,
die die Suche erschweren.

7.1 Set-of-Support

Die am meisten benutzte und oft sehr wirkungsvolle Restriktionsstrategie ist
Set-of-Support. Dazu teilt man die Klauselmenge auf in die Klauseln, die aus
den Voraussetzungen entstanden sind, und die Klauseln, die von der negier-
ten Behauptung stammen. Man geht davon aus, dafl die Voraussetzungen nicht
selbst bereits widerspriichlich sind und deshalb ein Widerspruch nur unter Be-
teiligung der Behauptung erzielt werden kann. Die Restriktion verbietet deshalb
die Erzeugung von Resolventen zwischen zwei Voraussetzungs-klauseln.

Wenn im Beispiel {P,Q}, {-P,Q}, {P,~Q},{—P,—Q} die Klausel {P, Q} als
Set-of-Support definiert ist, dann darf man nicht innerhalb der restlichen Klau-
selmenge resolvieren.

Im allgemeinen hat man die Axiome A;,...A, und einen Satz der Form
By A...AB, = F. Wenn B;, I Literale sind, dann ist in der Klauselform nur
= F im set-of-support. Die Resolution mit SOS kann also nur damit anfangen
zu schliefen. Die Einschriankung ist am Anfang einer Beweissuche mittels Re-
solution sehr wirksam. Allerdings vergréfiert sich die SOS-Menge nach einigen
Resolutionsschritten, so daff die Wirkung nachlafit.

Etwas allgemeiner kann man die Klauselmenge, gegeben eine Struktur S in
die Menge der Klauseln aufteilen, die von S erfiillt werden, und das Komplement.
Ein Widerspruch kann nicht entstehen, wenn zwischen in S giiltigen Klauseln
resolviert wird.

7.2 UR-Resolution

Bei der UR-Resolution (englisch: unit resulting resolution) wird jeweils eine
Klausel mit n 4+ 1 Literalen, der sogenannte “Nukleus®, simultan mit n uniren
Klauseln resolviert, so daf} eine neue unire Klausel entsteht. Seien beispielsweise
folgende Klauseln gegeben:

1 {ﬂP(x,y),—'P(y, z),P(m,z)}
€2 {P(a,b)}

C3{P(b,c)}
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Damit sind u.a. folgende Resolutionsschritte méglich:

Cl1,1+ C2F Rl = {=P(b,2), P(a,z)}
R1,14+ C3F R2={P(a,c)}
Die zweite Resolvente entsteht aber auch mit einer anderen Ableitung, die

sich nur durch eine unwesentliche Vertauschung der Reihenfolge der Schritte von
der ersten unterscheidet:

C1,24 C3F {Rl' = =P(x,b), P(x,c)}
R1,1+C2+ R2 = {P(a, )}

Die UR-Resolution fafit die beiden Schritte so zusammen, dal R2 unmittel-
bar abgeleitet wird und die Reihenfolge der Schritte keine Rolle mehr spielt. Das
allgemeine Schema fiir UR-Resolution sieht in graphischer Darstellung folgen-
dermaflen aus:

Unéare
[K - [Ka] Kloeeln
s 8
. O - =] N
simultaner 5} ol
> >

Unifikator 0(‘

| Lll Ln Ln+]_ ,,NUkleUS“
— UR-Resolvente

Diese Darstellung verdeutlicht, da die unédren Klauseln in der Ausgangssi-
tuation gleichberechtigt sind, und dafl daher die Reihenfolge, in der sie bear-
beitet werden, keine Auswirkung auf das endgiiltige Resultat haben sollte. Der
gemeinsame Unifikator wird berechnet, indem man durch Aneinanderhingen
der Termlisten der unédren Klauseln und der Termlisten der Partnerliterale im
Nukleus zwei grofie Termlisten bildet und diese ganz normal unifiziert. Im Tran-
sitivitdtsbeispiel von oben sind die beiden Termlisten (z,y,y, z) und (a,b,b,¢).
Deren Unifikator ist {# — a,y — b,z — c¢}. Es gibt allerdings auch effizientere
Methoden.

Die Wirkung der UR-Resolution ist nicht nur, dafl von der Reihenfolge der
n unidren Resolutionsschritte abstrahiert wird. Obendrein werden die als Zwi-
schenergebnisse anfallenden n — 1 Klauseln gar nicht erzeugt, im obigen Bei-
spiel wiirden also R1 oder R1’ nicht in die Klauselmenge eingefiigt. Da es dafiir
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zunichst keinen Grund gibt, jedenfalls nicht mit irgendeiner gédngigen Redukti-
onsregel, entspricht die UR-Resolution genaugenommen sogar einer ganz neuen
Schlufiregel, fiir die wieder dieselben Eigenschaften gezeigt werden miissen wie
fiir die Resolutionsregel.

Die UR-Resolution ist korrekt, da sie immer das gleiche Ergebnis liefert wie
eine entsprechende Folge von normalen Resolutionen. Sie ist nicht widerlegungs-
vollstandig wie die folgende unerfiillbare Klauselmenge zeigt:

{r @} {P,-Q} {-P -Q}, {-P,~Q}}

Diese Klauselmenge enthilt iiberhaupt keine unédren Klauseln und kann damit
nicht mit UR-Resolution widerlegt werden. Fiir eine eingeschrankte Klasse von
Klauseln ist sie jedoch widerlegungsvollstindig, und zwar fiir die sogenannten
unér widerlegbare Klauselmengen. Diese Klauselmengen kann man widerlegen,
indem man die Resolution dahingehend einschrankt, dal man fordert, daf eine
der beteiligten Elternklauseln immer eine unére Klausel ist, d.h. aus einem Li-
teral besteht. Es gibt (bis jetzt) keine geeignete syntaktische Charakterisierung
dieser Eigenschaft. Eine wichtige Unterklasse der undr widerlegbaren Klausel-
mengen sind Mengen von Hornklauseln, die in dieser Vorlesung noch behandelt
werden.

Beuwspiel 7.1. UR-Resolution zur Aktionsplanung Typische “Blockswelt “:

initial godl
state

State

Gesucht ist eine Aktionsfolge, die den initialen Zustand in den Zielzustand
transformiert.

Axiomatisierung des Problems:
Es wird verwendet:

— at(z,z,1): im Zustand z ist Block # auf Position [.
— on(z,2,y): im Zustand z ist Block # auf Block y.

— ¢l(z,2): im Zustand z ist Block # frei.

— M(x,1): Block # geht nach Position 1.

— n(z,y): Zustand nach Aktion y vom Zustand z aus.
— Konstanten: S: Startzustand, A, B: Bausteine.
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Allgemeine Regel:
Cl:14#2
Ausgangszustand:
C2:at(S, A1)
C3:at(S,B,1)
C4:el(S, B)
C5:on(S, B, A)
Axiomatisierung der Aktion M(z,{) :
C6:Vs,z,l: (cl(s,x) = at(n(s, M(z,1)),z,1))
CT:¥s,x,y,l1,la : (on(s,z,y) ANat(s,z,l1) Ny £ 1o = el(n(s, M(z,12)),y))
C8:Vs,z,y,l(at(s,x,l) = at(n(s, M (y,1)), z,1))
Ziel:

z(at(z, A, 2) Nat(z, B, 2))

Klauselform:

85



Cl:142

C2:at(S, A, 1)

C3:at(S, B, 1)

C4:cl(S, B)

C5 :on(S, B, A)

C6 < —=cl(s, z), at(n(s, M(x,1)),z,1)

C7 : =on(s, x,y), ~at(s, z,11),11 = 12, cl(n(s, M(z,1)), )
C8 : =at(s, z,1), at(n(s, M(y,1)), z,1)

7 —at(z, A, 2),-at(z, B, 2)

UR-Resolutionsfolge:

C6+C4 F R1:at(n(S, M(B,0)), B,!l) {s—~ Sz~ B}

C7T+C5,C2,C1F R2: cl(n(S,M(B,2)), A) {s—= Sz~ By~ AlL—1,l5—2}
C6+ R2 F R3:at(n(n(S, M(B,2)), M(A,1), A1) {s = n(S,M(B,2)),x — B}

C8+ R1 F R4 :at(n(n(S, M(B,1)), M(y,1)), B,1) {s—n(S,M(B,l)),x — B}

Z 4+ R3, R4 FR5:O {{—=2,z—nn(S, M(B,2)), M(A,2))}

Die gesuchte Aktionsfolge ist also M (B,2)M (A, 2).

7.3 Hyperresolution

Die Hyperresolution kann man als Verallgemeinerung der UR-Resolution anse-
hen. Sie wurde ebenfalls von John Alan Robinson entworfen und wird durch
folgendes Schema beschrieben:
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oo K| [ -K [ , Elektronen®

simultaner
Unifikator o /

—_ —

[FLa[-Lnea] o o [Lnen] »Nukleus'
- NN S A R e Hyperresolvente

Als “Nukleus“ dient eine Klausel, die mindestens ein positives Literal enthélt.
Solche Klauseln gibt es in unerfiillbaren Klauselmengen immer. Fiir jedes posi-

tive Literal des Nukleus bendtigt man ein sogenanntes “Elektron®, eine Klausel
mit nur negativen Literalen. Rein negative Klauseln kommen in unerfiillbaren
Klauselmengen ebenfalls immer vor. Der Nukleus wird wieder simultan mit allen
Elektronen resolviert, wodurch eine rein negative Klausel entsteht, die wiederum
als Elektron im n&dchsten Hyperresolutionsschritt dienen kann. Die rein negati-
ven Klauseln iibernehmen hier also die gleiche Rolle wie die unédren Klauseln in
der UR-Resolution. Dual zu dieser sogenannten negativen Hyperresolution de-
finiert man die positive Hyperresolution, bei der die Vorzeichen der Literale in
Nukleus und Elektronen gerade vertauscht sind. Da im Normalfall eine negierte
Behauptung nur negative Literale enthédlt und damit als Elektron fiir negative
Hyperresolution verwendbar ist, eignet sich diese fiir Riickwértsschlieflen von
der Behauptung in Richtung Voraussetzungen, wéahrend positive Hyperresoluti-
on gerade umgekehrt von den Voraussetzungen in Richtung auf die Behauptung
arbeiten kann. Beide Varianten der Hyperresolution (mit eingebauter Faktori-
sierung) sind widerlegungsvollstindig fiir beliebige Klauselmengen.

7.4 Input-Resolution und Unire Resolution

undre Resolution (englisch unit resolution) verbietet die Erzeugung von Resol-
venten zwischen zwei Elternklauseln, wenn beide mehr als ein Literal enthalten.
Positiv formuliert mufl also jede Resolvente mindestens eine unire Elternklau-
sel besitzen. Faktorisierung ist ebenfalls erlaubt. Diese Restriktion schrankt die
moglichen Nachfolgezustédnde einer Klauselmenge stark ein, fiihrt auflerdem stets
zu Resolventen mit weniger Literalen als sie die 1angere Elternklausel besitzt. Sie
ist die Basisvariante zur UR-Resolution.

Beispiel 7.2.  ( Unére Resolution)

Wir widerlegen die Klauselmenge {{P(a)}, {-P(x), P(f(x))}, {=P(f(F(f(f(a))))}},
einmal mit unérer Resolution und dann ohne eine feste Strategie. Zur Dar-
stellung benutzen wir einen sogenannten Widerlegungsbaum, bei dem jeder
Knoten genau die beiden Elternklauseln als Vorganger hat. Die Wurzel (diesmal
wirklich unten) ist die leere Klausel.
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Widerlegungsbaume

mit unérer Resolution mit allgemeiner Resolution

P(a =P(x) P(f(x)) =P(x) P(f(x)) =P(x) P(f(x))

P

~P(x) P(f(f(x)) ~P(x) P(f(f(x)))

i

~P(x) PE(F(F(F(x)))))  P(@)

L—

PF(E(F(F(@)))) ~PF(F(F(F())))

PEEE(F(@)))  ~PEEEE(@))) \EI/

O

P(f(a))

P(f(f(2)))

PF(f(f())))

Wie man sieht, ist die undre Widerlegung langer als die uneingeschréinkte.
Man kann das Beispiel leicht erweitern; so dafl man sieht, daf§ die unidre Wi-
derlegung exponentiell langer ist. Das bedeutet aber nicht, dal der Suchraum
auch exponentiell gréBer ist, im Gegenteil: meist ist der Suchraum erheblich viel
kleiner.

Die unire Resolution ist im allgemeinen nicht widerlegungsvollstindig, das
heifit, die leere Klausel ist mit dieser Strategie nicht von allen unerfiillbaren Klau-
selmengen aus ableitbar. Immerhin ist die Widerlegungsvollstandigkeit fiir eine
wichtige Klasse von Klauselmengen gewihrleistet, die die Klasse der Hornklau-
selmengen umfaft und die man mangels einer syntaktischen Charakterisierung
die undr widerlegbare Klasse nennt.

7.5 Eingabe-Resolution

Fir die Klasse der unér widerlegbaren Klauselmengen ist auch eine andere wich-
tige Restriktionsstrategie widerlegungsvollstindig, die FEingaberesolution (eng-
lisch input resolution). Diese verbietet die Erzeugung von Resolventen, deren
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Elternklauseln beide Resolventen sind. Positiv formuliert muf} also jede Resol-
vente wenigstens eine Elternklausel aus der initialen Klauselmenge besitzen. Der
wesentliche Vorteil dieser Restriktion besteht daran, dal von allen moglichen Re-
solutionsschritten ein Resolutionsliteral a priori bekannt ist. Faktorisierung ist
ebenfalls erlaubt. Insbesondere treten damit nur Unifikationen zwischen jeweils
einem beliebigen und einem a priori bekannten Term auf, so dafl man fiir jeden
dieser bekannten Terme aus den initialen Klauseln einen speziellen Unifikations-
algorithmus “kompilieren® kann. Dieser ist in der Regel wesentlich effizienter als
einer, der zwel beliebige Terme unifizieren kénnen mu#.

Es gilt: Eine Klauselmenge ist genau dann mit unérer Resolution widerleg-
bar, wenn sie mit Inputresolution widerlegbar ist. In diesem Sinne sind beide
Strategien gleichwertig.

7.6 Lineare Resolution

Es gibt eine Reihe von Restriktionsstrategien, die die Grundidee der Eingabere-
solution moglichst weitgehend erhalten wollen, aber widerlegungsvollstandig fiir
beliebige Klauselmengen sind. Die meisten basieren auf der linearen Resolution.
Man arbeitet immer mit einer aktuellen Klausel, der Zentralklausel. Resolution
mit Eingabe-Klauseln ist erlaubt, ebenso Faktorisierung, wobei diese auch impli-
zit sein kann. Auflerdem werden Resolutionsschritte zwischen zwei Resolventen
in den Féllen zugelassen, in denen eine ein “Vorgénger“ der anderen ist.

Beuspiel 7.3. Lineare Resolution
Wir widerlegen die Klauselmenge {P, Q},{—P,Q},{P,~Q}, {—P,~Q}, einmal

mit linearer Resolution und einmal mit allgemeiner Resolution:

lineare Resolution _ _
allgemeine Resolution

PQ -QP PQ  -QP  -PQ

ﬂQ -P

N4 Y Y

P -PQ

(V4 N

O Q —IQ -P D

Vorganger
Schritt

-P
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Beuspiel 7.4. Folgendes Beispiel zeigt, dafl man Faktorisierung braucht. Die
Klauselmenge sei {{P(z), P(y)},{—P(x),~P(y)}}. Lineare Resolution ohne Fak-
torisierung ergibt immer eine Zentralklausel der Léange zwei, wobei auch keine
automatische Verschmelzung auftritt.

Durch Verscharfungen dieser Bedingung sowie durch Beschrankungen fiir die
als Resolutionsliterale zuldssigen Literale einer Klausel ergeben sich verschiedene
Varianten der linearen Resolution, zum Beispiel die sogenannte SL-Resolution .

7.7 SL-Resolution

SL-Resolution ist eine Restriktionsstrategie, die 1.a. gekoppelt ist mit einer Ord-
nungsstrategie [?]. Die Bedeutung der SL-Resolution liegt darin, daf} sie eine
prozedurale “goal/subgoal “ Sichtweise der Resolution erlaubt. SL-Resolution ist
die Strategie, die der logischen Programmiersprache PROLOG zugrundeliegt. Im
folgenden wird die SL-Resolution fiir Horn Klauseln behandelt. Im Falle der
Hornklauselmengen ist die Faktorisierung nicht notwendig.

7.8 SL-Resolution fiir Horn Klauseln

Angenommen, wir haben eine Menge von initialen Horn Klauseln und eine “Ziel-
klausel“, d.h. ein negiertes Theorem ohne Kopfliteral. Beginnend mit der Ziel-
klausel als “Zentralklausel “ wiahlt SL-Resolution in jedem Schritt die letzte Re-
solvente als neue Zentralklausel und bestimmt die zuléssigen Resolutionsschritte
wie folgt: Wenn die aktuelle Zentralklausel C' = Cy V O} 1st, wobei C'y der Block
von Literalen ist, der von der letzten “Seitenklausel® abstammt, wird aus C5
ein Literal L ausgewdhlt und dafiir eine Resolvente mit einer passenden Klau-
sel aus der initialen Klauselmenge generiert. Daher resolviert SL-Resolution nur
zwischen der letzten Resolvente und den Eingabeklauseln. Dariiberhinaus wer-
den diejenigen Literale zuerst wegresolviert, die als letzte in die Klausel hinein
kamen. Die Auswahl des Literals in der Zentralklausel durch eine Selektionsfunk-
tion ist deterministisch. Dem liegt die Erkenntnis zugrunde, dal die Reihenfolge,
in der man Literale einer Klausel “wegresolviert“ unerheblich ist — wenn es in
einer Reihenfolge nicht geht, geht es auch in keiner anderen. Die Auswahl des
Resolutionspartners ist dagegen nichtdeterministisch: eine erfolgreiche Resoluti-
onskette 1st ausreichend.

Beuspiel 7.5. SL-Resolution mit Horn Klauseln
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Prolog Notation: Klausel Notation:

Cl: A(z,y) < P(z,y) A(x,y) V-P(x,y)
C2: Az, 2) < Pz, y) N Ay, 2)|A(x, 2) V= P(z,y) V- A(y, )
C3: P(a,b)

C4: P(b,¢)

Ch: P(c,d)

Theorem: v : A(a,v) A P(v,d)?

Negiertes Theorem: = A(a,v) V =~ P(v,d)

In den beiden folgenden Bildern wird der Suchraum fiir dieses Beispiel und
fiir zwei verschiedene Selektionsfunktionen dargestellt. Die Selektionsfunktionen
sind:

1. Das am starksten instantilierte Literal zuerst

2. Das am wenigsten instantiierte Literal zuerst.

Die zuletzt eingefiihrten Literale, die zuerst wegresolviert werden, sind unter-
strichen. Da SL-Resolution einen normalen Suchbaum generiert, kénnen die nor-
malen Suchalgorithmen angewendet werden [?]. Zum Beispiel Tiefensuche, wie
sie in Prolog angewendet wird, hat den Vorteil, dal nur ein Ast zu einer Zeit
entwickelt wird. Backtracking zu fritheren Zustdnden kann leicht durch Stacks
implementiert werden. Tiefensuche ist jedoch nicht vollstdndig wenn der Such-
raum unendliche Aste enthilt. Bei Breitensuche und bei heuristischer Suche muf
man dagegen alle offenen Knoten abspeichern, was sehr aufwendig sein kann.
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8 Grundlagen der logischen Programmierung: deklarative
Programmierung

Logisches Programmieren (z.B. Prolog) hat als theoretische Basis die Pradi-
katenlogik erster Stufe, und als Ausfithrung der Programme eine Variante der
Resolution.

Programme in logischen Programmierens verwenden spezielle Klauseln, so-
genannte Horn-Klauseln.

Definition 8.1.

— Fine Hornklausel ist eine Klausel mit mazimal einem positiven Literal’.

— Fine definite Klausel st eine Klausel mit genau einem positiven Literal. D.h.
die Klausel ist von der Form: = AV B1V ...V By, oder in der in der logischen
Programmierung verwendeten Notation:

A<:Bl,...,Bm bzw. A.’-Bl,...,Bm

Man nennt A den Kopf, {B1,..., By} den Rumpf der Klausel.
— Eine Klausel ohne positive Literale nennt man definites Ziel (Anfra-

ge,Query,goal ). Notation:
=Bi,... B,

Die B; werden Unterziele (Subgoals) genannt.

— Eine Unit-Klausel (oder Fakt) ist eine definite Klausel mit leerem Rumpf.
Notation: A <.

— FEin definites Programm ist eine Menge von definiten Klauseln.

— Die Menge aller Klauseln, deren Kopfliteral das Prddikat ) hat, nennen wir
Definition von Q.

Ein definites Programm entspricht einer Und-Verkniipfung aller definiten
Klauseln. Beachte, dafl jede Hornklausel entweder eine definite Klausel oder ein
definites Ziel 1st.

Ein definites Ziel kann man in PL; so hinschreiben:

Vai,...,2n 0B V...VB,
Dies ist dquivalent zu:
—dwy,.. .00 BIA...AB,

D.h. dal man eine Anfrage als eine existentiell quantifizierte Aussage sehen
kann:
dey,...,xn : BIA...A B,

deren Negation zum Programm hinzugefiigt wird. Die Herleitung besteht in der
Erzeugung eines Widerspruchs (der leeren Klausel O). Die Herleitung des Wi-
derspruchs kann beir Hornklauseln immer so gemacht werden, dal man die exi-
stierenden Objekte erzeugt.

" Fin positives Literal ist ein Atom; ein negatives Literal ist ein negiertes Atom
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8.1 SLD-Resolution

SLD-Resolution ist die prozedurale Semantik von definiten Programmen. D.h.
SLD-Resolution definiert die Ausfithrung von logischen Programmen:

S: selection function
L: lineare Resolution
D: definite clauses

Zunichst erkliren wir die SLD-Resolution in ihrer allgemeinen (nicht-
deterministischen) Form:

Definition 8.2. Set G = < Ay,..., Ap, ..., Ag ein definites Ziel und C =
A< By, ..., By emne definite Klausel. Dann kann man aus G und C' emn neues
Ziel G' wie folgt mit Resolution herleiten:

1. A, ist das selektierte Atom des definiten Ziels G.
2. 8 st emn allgemeinster Unifikator von A, und A, dem Kopf von C'.
3. G’ ist das neue Ziel: (A1, ..., Am_1,B1,..., By, Amy1, ..., Ax).

Man sieht: G’ ist eine Resolvente von G und C. Die Ableitungsrelation sei
bezeichnet durch G —p ¢ m G, wobel man die genaue Kennzeichnung P, C, m
auch weglassen kann, wenn diese aus dem Kontext hervorgehen.

Definition 8.3. Se: P cin definites Programm und und G ein definites Ziel.
FEine SLD-Ableitung von P U {G} ist eine Folge

G _>C1,m1 G1 —>02,m2 G2 .

von SLD-Schritten, wober C; jeweils eine Variante ewner Klausel aus P ist mat
neuen Variablen.

Die SLD-Ableitung ist eine SLD-Widerlegung, wenn sie mit einer leeren
Klausel endet.

Im Sinne der linearen Resolution nennt man die Klauseln C; die Eingabe-
klauseln.

Weitere Sprechweisen:

erfolgreiche SLD-Ableitung: Wenn es eine SLD-Widerlegung ist.
fehlgeschlagene SLD-Ableitung: Wenn diese nicht fortsetzbar ist.
unendliche SLD-Ableitung

Definition 8.4. Sei P ein definites Programm und G ein definites Ziel.

— Eine korrekte Antwort ist eine Substitution 6, so daff P = 0(—-G) gilt.

— Eine berechnete Antwort @ fir P U {G} ist eine Substitution, die man
durch Einschrinkung von 0, o...0 0y auf die Variablen von G erhdlt, wobei
01 ...0, die allgemeinsten Unifikatoren (in dieser Reihenfolge) zu einer SLD-
Widerlegung von G sind.

Satz 8.5. Soundness der SLD-Resolution
Sei P ein definites Programm und G ein definites Ziel. Dann ist jede berechnete
Antwort 0 auch korrekt. D.h. P = 0(-G)
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8.2 Vollstindigkeit der SLD-Resolution

Wir werden verschiedene Vollstdndigkeitsaussagen fiir die SLD-Resolution for-
mulieren.

Satz 8.6.  (Widerlegungsvollstindigkeit)
Sei P ein definites Programm und G ein definites Ziel. Wenn PU{G} unerfillbar
ist, dann gibl es eine SLD-Widerlegung von P U {G}.

Es gilt der folgende stérkere Satz iiber die Vollstandigkeit der berechneten
Antworten, namlich dafi es zu jeder Antwortsubstitution eine berechnete Antwort
gibt, die allgemeiner 1st.

Satz 8.7. (Vollstéindigkeit der SLD-Resolution)

Sei P ewn definites Programm und G ein definites Ziel. Zu jeder korrekten Ant-
wort § gibt es eine berechnete Antwort o fir PU{G} und eine Substitution v so
dap fir alle Variablen x € FV(G): yo(x) = 0(x).

8.3 Strategien zur Berechnung von Antworten

Definition 8.8. Der folgende Algorithmus berechnet alle Antworten mit einer
breadth-first Strategie:

1. Gegeben ein Ziel <= Ay, ..., Ay
(a) Probiere alle Méglichkeiten aus, ein Unterziel A aus Ay, ..., A, aus-
zuwdhlen
(b) Probiere alle Méglichkeiten aus, eine Resolution von A mit einem Kopf
emner Programmbklausel durchzufiihren.
2. Erzeuge neues Ziel B: Léschen von A, Instanzuieren des restlichen Ziels,
Hinzufiigen des Rumpfs der Klausel.
3. Wenn B = 0O, dann gebe die Antwort aus.
Sonst: mache weiter mit 1 mit dem Ziel B.

Dieser Algorithmus hat zwei Verzweigungspunkte pro Resolutionsschritt:

— Die Auswahl eines Atoms
— Die Auswahl einer Klausel

Es stellt sich heraus, dafl bei der Auswahl des Atoms die restlichen Alternativen
nicht betrachtet werden miissen.

Aussage 8.9. Vertauscht man in einer SLD-Widerlegung die Abarbeitung zwei-
er Atome wn emnem Ziel, so sind die zugehdrigen Substitutionen bis auf Varia-
blenumbenennung gleich und die Widerlegung hat die gleiche Ldinge.

Weiterhin: die Suchstrategie, die irgendein Atom auswdhlt, dann alle Klau-
seln durchprobiert, usw. ist vollstindig bzgl der Antworten.
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D.h.man kann leicht zu losende Atome zuerst auswahlen und schwerer zu
16sende zuriickstellen.

Es kann aber sein, dafl bei giinstiger Auswahl nur endlich viele Alternativen
ausprobiert werden miissen, aber beil ungiinstiger Auswahl evtl. eine unendliche
Ableitung ohne L&sungen mitbetrachtet werden mufl. Dies betrifft nicht die
Rethenfolge, in der Klauseln ausgewdhlt werden, diese ist nach wie vor nichtde-
terministisch.

8.4 Implementierung logischer Programmiersprachen: Prolog

In Implementierung wird i.a. die Suche durch verschiedene Vereinfachungen und
Festlegungen deterministisch gemacht:

— Die Anfrage wird als geordnete Liste von Literalen implementiert. Es wird
immer das erste Unterziel zuerst bearbeitet.

— Die Programmbklauseln werden in der Reihenfolge abgesucht, in der sie im
Programm stehen.

— Bei Ausfithrung eines SLD-Resolutionsschritts wird der Rumpf an die Stel-
le des Unterziels gesetzt, und zwar in der Reihenfolge der Literale in der
Programmklausel.

Weitere Verdnderungen gegeniiber der theoretischen Fundierung sind:

— Der occurs-check wird i.a. nicht durchgefiihrt.

— Es gibt extra Operatoren zum Beeinflussen des Backtracking (Cut), der u.a.
bewirken kann daffiir ein Unterziel statt vielen Losungen maximal eine be-
rechnet wird.

— Assert/Retract: Damit kénnen Programmklauseln zum Programm hinzu-
gefiigt bzw. geldscht werden.

— Negation: Negation wird definiert als Fehlschlagen der Suche.

— Es wird z.T. Typinformation zu Programmen hinzugefiigt.

— Argumente von Préadikaten kann man mit dem Zusatz I bzw. O versehen.
Diese Angaben bedeuten, dafidas jeweilige Argument nur als Eingabe bzw.
nur als Ausgabe verwendet wird. z.B.

— Zusitzlich kann man ein Prédikat als Funktion definieren, wenn die ersten
Argumente die Eingabe sind, das letzte Argument die Ausgabe, wobei die
Funktion noch zusitzlich als deterministisch (d.h. als mathematische Funk-
tion) deklariert werden muf.

In Implementierungen Folgende Tabelle vergleicht die theoretischen Eigen-
schaften mit denen implementierter logischer Programmiersprachen.
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Pures Prolog nichtpures Prolog nichtpur, ohne occurs-check
Definite Programme|Cut, Negation,

Klauselreihenfolge fest

SLD: ist vollstdndig|SLD: unvollstindig  |SLD: i.a. nicht korrekt

Gibt man eine Reihenfolge der Klauseln vor, wie in einer Prolog-
implementierung, dann ist die SLD-Resolution nicht mehr vollstindig: Manche
Lésungen werden gefunden und aufgezihlt, aber:

— es kann ein Schleife auftreten ohne ein weitere Antwort, obwohl es noch
welche gibt.

— Es werden unendlich viele Antworten aufgezdhlt, aber nicht alle korrekten
Antworten werden abgedeckt.

Es folgt auch, dafl die Reihenfolge der Literale im Rumpf keinen Einflufl auf die
Vollstandigkeit hat.

Ein Beispiel fiir die Unvollstandigkeit der festgelegten Reihenfolge der Klau-
seln:

P(a,b).

P(c,b).

P(X,Y) :- P(Y,X).

P(X,Z) :- P(X,Y), P(Y,2Z).

Die symmetrische-transitive Hiille kann nicht berechnet werden, da das Pro-
gramm in Schleifen gerdt. Aber eine SLD-Widerlegung existiert, da diese nicht-
deterministisch vorgehen darf, und insbesondere sich eine Programmklausel aus-
suchen darf.

8.5 SLD-Baume

Aufgrund der obigen Vollstandigkeitsaussage kénnen wir SLD-Bdume definie-
ren, die den ganzen Suchraum représentieren fiir ein Ziel, gegeben ein definites
Programm.

Definition 8.10. Gegeben ein definites Programm P, und ein definites Ziel G:
Ein SLD-Baum fiir P U {G} ist ein Baum der folgendes erfillt:

1. Jeder Knoten ist markiert mit einem definiten Ziel

2. die Wurzel ist markiert mit G

3. In jedem Knoten mit nichtleerem Ziel wird ein Atom A des Ziels ausgewdhlt.
die Séhne dieses Knoten sind dann die méglichen Ziele nach genau einem
SLD-Resolutionsschritt mit einer Regel in P.

4. Knoten, die mit der leeren Klausel markiert sind, sind Bldtter.
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5. Ewn Blatt ist entweder mit dem leeren Ziel markiert, oder es gibt von dem
Blatt aus keine SLD-Resolution.

Aste entsprechen SLD-Ableitungen. Erfolgreiche Widerlegungen sind Erfolgs-
pfade, unendliche SLD-Ableitungen entsprechen unendliche Pfaden. Fehlschlige
entsprechen Pfaden zu Blattern, die mit einem nichtleeren Ziel markiert sind.

Beispiel 8.11. Programm:

P(X,Z) :- QX,Y), P(Y,2).
P(X,X).
Q(a,b).

P(x,b)

T T~

Q(x.y),P(y.b) {}
{x-b}

P(b,b)

/
Q(b.u), P(u,b) 0

{x-&

Nimmt man eine andere Auswahl, dann kann der Baum unendlich werden:

P(x,b)

T T~

Q(x.y).Py.b) {}

T~ {x--b}

Q(x,y),Q(y,u).P(u.b) Q(x,b)

/
/
/
/
/

X Qxy).Qyb) U
| {x-a}

Q(x,a)

An diesen SLD-Baumen kann man (im Prinzip) den ganzen Suchraum ablesen.
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8.6 Beispielprogramme und Ausfithrung
Programm 1:

likes (maria, essen).
likes(maria,wein).
likes(peter, maria).
likes(peter,wein).

Einfache Anfragen:

> ?- likes(peter,maria)
yes

Konjunktive Anfragen (mit logischem und verkniipfte)

> 7- likes(peter,maria), likes(maria,peter)
no

Zuerst wird das erste Unterziel bearbeitet: Antwort:. ja, Dann zweite: nein.
Konjunktive Anfragen mit Instanziierung.

> 7- likes(peter, X), likes(maria,X)

Abarbeitung: 1. X = maria, likes(maria,maria): no
2. X = wein: likes(maria,wein). yes
X = wein

Backtracking ist notwendig (Zuriicksetzen) zum Finden weiterer Losungen.

Programm 2:

vater(peter,maria).
mutter(susanne,maria).
vater(karl, peter).
mutter (elisabeth, peter).

vorfahr(X,Y) :- vater(X,Y).
vorfahr(X,Y) :- mutter(X,Y).
vorfahr(X,Z) :- vorfahr(X,Y),vorfahr(Y,Z).

Anfragen:
?- vorfahr(elisabeth,maria)

Abarbeitung :
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1. vorfahr(elisabeth,maria)
1.1 vater(elisabeth,maria). nein
1.2 mutter(elisabeth,maria): nein
1.3 vorfahr(elisabeth, X0), vorfahr(X0,maria)
1.3.1 vater(elisabeth, X0), vorfahr(X0,maria): nein
1.3.2 mutter(elisabeth, X0), vorfahr(X0O,maria): XO = peter
1.3.2 vorfahr(peter,maria):
1.3.2.1 vater(peter,maria): ja
usw.

Beispiel 8.12. ungerichteter Graph.

a b e f

kante(a,b).
kante(a,c).
kante(c,d).
kante(d,b).
kante(b,e).
kante(f,g) .

verbunden(X,Y) :- kante(X,Y).
verbunden(X,Y) :- kante(Y,X).
verbunden(X,Z) verbunden(X,Y),verbunden(Y,Z).

?- verbunden(c,e)
verbunden(c,Y1), verbunden(Y1,e)
‘éérbunden(c,a), verbunden(a,e)
verbunden(a,Y2), verbunden(Y2,e)

verbunden(a,b), verbunden(b,e)
yes.

Ubungsaufgabe 8.13. was passiert bei folgender Eingabe?

?- verbunden(e,f)
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8.7 Syntaxkonventionen von Prolog

Namen koénnen aus Grofibuchstaben, Kleinbuchstaben, Ziffern und _ (Unter-
strich) gebildet werden, oder nur aus Sonderzeichen.

Konstanten sind Namen, die mit Kleinbuchstaben beginnen Variablen sind
Namen die mit Grofibuchstaben beginnen, oder mit einem Unterstrich : _. Der
Unterstrich alleine _ ist der Name einer anonymen Variablen (wildcard, joker,
Leerstelle)

zusammengesetzte Terme (komplexe Terme) haben die Form

Functor(componenty, ..., component,)

Die Stelligkeit des Funktors ist nicht variabel. Verwendet man den gleichen
Namen mit verschiedener Stelligkeit, so werden diese Vorkommen als verschie-
dene Objekte interpretiert

Funktoren, die auf oberster Ebene stehen, nennt man auch Pradikate. Z.B.
besitzt(peter, buch(lloyd, prolog)).

8.8 Darstellung arithmetischer Ausdriicke:

Die Zeichen +, —, , / sind erlaubt.

Ausdriicke der Form a % b + ¢ sind lesbare Abkiirzungen fiir den
Term +(x(a,b),c). Hier kann zur Darstellung abhingig von der Prolog-
Implementierung Infix, Postfix, Prafix, Assoziativitat, Prioritdt benutzt werden.

Zahlen sind erlaubt und in Prolog bekannt. Der Zahlbereich ist abhangig von
der Implementierung.

Spezialpriadikat = (Gleichheit) kann definiert werden durch

X =X.
7.B.

?- besitzt(peter, X) = besitzt(peter,buch(lloyd,prolog))
yes; X = buch(lloyd,prolog)

Diese Operation der Berechnung der Instanzen von Variablen wird mittels
Unifikation durchgefiihrt.

arithmetische Vergleiche:
=, /=’ <’ >’ =<’ >= s =\=’ =:=

sind moglich zwischen instantiierten Werten.
D.h.: wenn expl op exp2 ausgewertet wird, muss expl und exp2 zu einer Zahl
auswertbar sein. Beachte:

3+4=7T ergibt: no

3+ 4 =:= T ergibt yes
D.h., es gibt einen Unterschied zwischen Term und Wert.
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Will man einer Variablen einen Wert zuweisen, so benétigt man das “is
Prédikat:

X is 3+5 danach: X — 8

X = 3+ 5danach X — “3+5“

Relationale Addition und Multiplikation kann man verwenden bzw. definie-
ren:

times(X,Y,Z)
plus(X,Y,Z)

Diese Pradikate kann man vorw—arts und riickwéarts verwenden.

?- plus(X,Y,5)
X=1,Y=4
X=2,Y=3

?7- plus(2,3,X)

X=5

8.9 Datenstrukturen und Unifikation in Prolog

Intuition: Die Baume werden gleichgemacht durch Instantiierung der Variablen.

k(X,a) = k(b,Y) ergibt X =b,Y =a

Auch Unterstrukturen konnen Wert von Variablen sein:

k(X h(a,Z)) = k(b,Y) ergibt X =6, Y = h(a, Z)

Etwas schwierigere Falle sind:

(X, h(a, Z), X) = k(h(Y,b),U,U)

ergibt zunéchst:

X =h(Y,b),U=h(a,2),X =U

Endergebnis:
X = h(a,b),U =h(a,b),Y =a,Z7=b

Behandlung des occurs-check:

k(X, X) = k(Y,h(Y))

erfordert Unifikation von X = h(X).
Mit unendlichen Biume als Termen ist die Unifikation méglich: X = A(X) kann
gleichgemacht werden durch: X = A(h(h(...))). Dieses Objekt kann als gerich-

teter Graph dargestellt werden:
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Prolog-Implementierungen vermeiden den occurs-check. Teilweise wird er
durch statische Analyse eliminiert. Bzw. wird ganz abgeschaltet. In diesem Falle
nimmt man in Kauf, dal das Programm bzgl der PLi-Semantik inkorrekt wird.

8.10 Listen:

Diese kénnen in logischen Programmiersprachen direkt dargestellt werden. Man
benutzt im allgemeinen eine abkiirzende Syntax:

[1,2, 3] entspricht cons(1,cons(2,cons(3,NIL)))
(] entspricht NIL
Beispiel fiir den Element-Test:

member (X, [X]_]).
member (X, [_1Y]) :- member(X,Y).

Terminiert member in allen méglichen Situationen?

— member(s,t): wenn ¢ keine Variablen enthalt. dann wird ¢’ beim néchsten
mal kleiner.

— member (Y,Y): Die erste Klausel unifiziert nicht, wenn occurs-check einge-
schaltet ist, (aber unifiziert, wenn occurs-check aus ist: Antwort: ja) Die
zweite Klausel ergibt:

member (X_1,[\_1Y_1]) :— member(X_1,Y_1).
X_1=Y=[\_Iv_1]

Die neue Anfrage ist:
member ([\_|Y_1] ,Y_1)
Nachste Unifikation ebenfalls mit zweiter Klausel

member (X_2,[\_1Y_2]) :- member(X_2,Y_2)
X_2=[\_Iv_11 , v_1 = [\_ly_2]

usw. Man sieht: das terminiert nicht.

islist([_IX]) :- islist(X).
islist([]1).
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Diese Funktion terminiert ebenfalls fiir Listen ohne Variablen aber nicht fiir
islist(X).
Eine Umstellung der Klauseln ergibt:

islist([]1).
slist([_I1X]) :- islist(X).

Dieses Programm terminiert fiir die Anfrage islist(X).
Antwort: X = [], falls die Eingabe eine Liste ist. Antwort ist dann ja.

laenge([]1,0).
laenge([_|X],N) :- laenge(X,N_1), N is N_1 + 1.

Damit kann man folgende Beispiele rechnen:

?- laenge([1,2,3], N).
N = 3.

Die Anfrage
?- laenge(X,2).

terminiert in manchen Implementierungen nicht: Wenn is auch riickwérts
funktioniert, dann ergibt diese Anfrage als Antwort X = [_1,_2].
Beispiel sortierte Listen von Zahlen:

sortiert([]).
sortiert([X]).
sortiert([X,Y|Z]) :- X <= Y, sortiert([Y|Z]).

sortiert_einfuegen(X,[]1,[X]).

sortiert_einfuegen(X,[Y|Z], [X,Y[|Z]) :- X =< Y.

sortiert_einfuegen (X,[YIZ], [YIU]) :- Y < X, sortiert_einfuegen(X,Z,U).
ins_sortiere(X,X) :- sortiert(X).

ins_sortiere([X|Y], Z) :- ins_sortiere(Y,U), sortiert_einfuegen(X,U,Z).

Programmierung von append: in Prolog:

append ([1,X,X).
append ([X1Y],U,[X|Z]) :- append(Y,U,Z).

8.11 Parsen in Prolog

Eine hdufige Anwendung der speziellen Abarbeitungsstrategie von Prolog ist die
Verwendung als Implementierungssprache fiir Parser zu gegebenen Grammati-
ken, insbesondere fiir natiirliche Sprachen [?,?,7]. Dies ist auch historisch gese-
hen die erste Anwendung gewesen. Prolog verwendet als Suchstrategie Tiefensu-
che mit Backtracking. Dies kann direkt fiir einen rekursiv absteigenden Parser
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verwendet werden, wobel man nicht nur kontextfreie Grammatiken verwenden
kann, sondern auch erweiterte Grammatiken, z.B. fiir (schriftliche) Eingabe in
natiirlicher Sprache. Diese haben als Erweiterung, daf§ bestimmte Attribute der
Terminale testbar sind, z.B. Geschlecht, Fall, Zeit, usw. und die Akzeptanz einer
Phrase steuern kénnen.

Kontextfreie Grammatiken fiir einfache englische Sprache

Es folgt eine Tabelle der syntaktischen Kategorien:

Det  Determiner (Artikel)  the, a some

N Noun (Nomen) table, computer, John
A% verb (writes, eats, having)
ADJ  adjectives ( big, fast)

ADV adverbs (very, slowly, yesterday)

AUX auxiliaries (Hilfsverben) (is, do, has will)
CON  conjunctions (and, or)
PREP prepositions (to, on, with)

PRON Pronouns Pronomen (he, who, which)

Weitere Bezeichnungen (Subkategorisierung und Komponenten):

S Sentence (Satz)
PN proper noun (“a ....“ist verboten)
IV intransitive verb hat kein Objekt

TV transitives verb hat Objekt.

Komponenten eines Satzes (Phrasen, Sitze):
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S (Sentence) Satz

NP Nounphrase Nominalphrase das dicke Buch

VP Verbphrase schreibe ein Buch

PP Prapositionalphrase mit einem Fernglas

ADJP adjective phrase grofler als man erwartet

ADVP adverbial phrase (yesterday evening, gestern abend)

OptRel relative clause

Die (erste Ann&herung an eine) Beschreibung der Grammatik einer natiirli-
chen Sprache erfolgt mit Phrasenstrukturregeln. Diese kénnen mit CFGs zur
Konstruktion sowie zur Analyse von Sitzen bzw. Phrasen verwendet wer-
den. Diese Grammatik ist natiirlich abhédngig von der beschriebenen Sprache
(Deutsch, Englisch, Franzosisch, Russisch, usw.).

Eine kontextfreie Grammatik (CFG) zum Erzeugen einfacher englischer Satze
kann man wie folgt schreiben:
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S — NP VP

NP — Det N OptRel

NP — PN

Optrel — ¢

Optrel — that VP

VP =TV NP

VP =1V
Lexikoneintréage:

PN — terry

PN — shrdlu

Det —a
N — program
v — halts

TV — writes

Bewspiel 8.14.

S
/ \
NP V|P
P!\I v
SHILDLU halts

108



/S\

NP VP
_— | |
D|ET l\|l OptRel ||V
a program halts

Der Anfang des Prologprogrammes, das eine als Liste von Worten gegebenen
Satz parst (erkennt), sieht so aus:

istsatz(Ein) :- s(Ein, [1).

s(Ein,Rest) :—~ np(Ein,Restl),vp(Restl, Rest).

np(Ein,Rest) :— det(Ein,Rest1), n(Restl,Rest2), optrel(Rest2,Rest).
np(Ein,Rest) :— pn(Ein,Rest).

optrel(Ein,Rest) :- Ein = Rest.

optrel(Ein,Rest) :— terminal(that,Ein,Restl), vp(Restl,Rest).

terminal (Wort,Ein,Restl) := Ein = [Wort | Resti],
%% oder: terminal (Wort, [Wort | Rest1], Restl)

Man erkennt, daff die Grammatik eins-zu-eins iibersetzt wird, wobei nur
die Behandlung der Eingabe- und Restliste hinzukommt. Diese Methode nennt
man auch Verwendung von Differenzlisten, wobei man manchmal auch das Paar
(Ein, Rest) als Datentyp “Differenzliste® beschreibt.

Dieser Parser antwortet nur mit ja/nein bzw. terminiert nicht.

Man teilt die Grammatik normalerweise ein in die eigentliche Grammatik
und das Lexikon, das die Terminale beschreibt. Teilweise zahlt man auch die
Prdterminale wie z.B. N (Nomen) zum Lexikon.

8.12 Definite Clause Grammars

Definite Clause Grammars (DCG’s) sind eine Erweiterung der kontextfreien
Grammatiken um Argumente (Attribute) von Nichtterminalen. Z.B. sollte der
Numerus von NP und VP {ibereinstimmen, d.h. beides sollte entweder im Sin-
gular oder Plural sein: “sie gehen. er geht“, aber nicht “*er gehen .

Dies ergibt z.B. folgendes Grammatikfragment, in dem das Lexikon der Ein-
fachheit halber in der DCG enthalten ist. In der Syntax der DCGs sieht das
folgendermaflen aus:

s (Number) --> np(Number), vp(Number).
np (Number) -—> pn(Number) .
vp(Number) -=>  tv(Number), np(_).
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vp(Number) -—> iv(Number).
pn(singular) --> [shrdlu].

pn(plural) -—> [they].
iv(singular) --> [halts].
iv(plural) -—> [halt].

Ubersetzt man in der gleichen Weise wie oben nach Prolog, so ergibt sich:

s(P0O,P, Number) :~ np(Number,P0,P1), vp(Number,P1,P).
np(Number,P0, P) :- pn(Number,PO,P).

vp(Number,PO, P) :- tv(Number, PO, P1), np(_, P1, P).
vp(Number,PO, P) :— iv(Number, PO, P).
pn(singular,PO,P) :- terminal(shrdlu, PO, P).

pn(plural, PO, P) :- terminal(they,PO, P).

iv(singular, PO, P):- terminal(halts, PO, P).

iv(plural, PO, P) :- terminal(halt, PO, P).

Benutzung von Differenzlisten

Verwendet man das Minuszeichen als Konstruktor fiir Differenzlisten, so er-
gibt sich:

s(PO - P) :~ np(Number,P0-P1), vp(Number,P1-P).
np(Number,P0O- P) :— pn(Number,PO-P).

vp(Number ,PO- P) :- tv(Number, PO- P1), np(_, P1- P).
vp(Number ,P0-P) :— iv(Number, PO- P).
pn(singular,PO-P) :- terminal(shrdlu, PO-P).

pn(plural, PO- P) :- terminal(they,PO- P).

iv(singular, PO-P) :- terminal(halts, PO-P).

iv(plural, PO-P) :— terminal(halt, PO- P).

Die Definition fiir terminal ist:
terminal(X, [X|P] - P).

Die Anfrage s([shrdlu, halts]-[]) hat folgende Verarbeitung:

s([shrdlu, halts]-[])
np(N, [shrdlu, halts]-P1), vp(N,P1-[])
pn(N, [shrdlu, halts]-P1), iv(N,P1-[])
terminal (shrdlu, [shrdlu, halts]-P1), iv(singular,P1-[])
Wht% (N = singular)
terminal (shrdlu, [shrdlu, halts]-P1), terminal(halts,P1-[])
%%% (Unifikation mit terminal ergibt P1 = [halts])
terminal (halts, [halts]-[1).
Ergibt ‘‘yes‘‘.
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Es gibt noch weitere dieser Attribute® z.B. Person (erste, zweite, dritte) muf
tibereinstimmen (ich bin; du bist; er, sie, es ist); bei NP und VP muf} das Ge-
schlecht iibereinstimmen: das Haus (nicht *die Haus), ebenso gibt es eine Uber-
einstimmung bei Det und N.

Im Deutschen kann man aus der Endung den Casus (teilweise) ablesen mit-
tels morphologischer Verarbeitung. Die sogenannte morphologische Verarbeitung
dient dazu, Worte zu analysieren: auf Endungen, Zerlegung zusammengesetzter
Worte, .... In dieser Vorlesungen werden wir darauf nicht weiter eingehen.

Bestimmte Satzkonstruktionen erfordern Dativ, bzw. Akkusativ, . ..die eben-
falls als erforderliche Attribute entweder direkt in die Grammatikregeln eingefiigt
werden oder als entsprechende Verbmarlierungen im Lexikon Auch die Zeit oder
(Aktiv/Passiv) kann man hinzufiigen.

Lexikon

Aus heutiger Sicht ist das Lexikon nicht nur eine Sammlung von Worten,
sondern die zentrale Struktur der linguistischen Verarbeitung. Man kann sehr
viel bereits im Lexikon kodieren und dann mit einfachen weiteren Regeln aus-
kommen. D.h. dafl z.B.viele Eigenschaften eines Wortes im Lexikoneintrag steckt,
auch solche Angaben, die besagen in welchen Satzkonstruktionen bestimmte Ver-
ben erlaubt sind. Z.B. Passiv-verbot: (*ich werde gelaufen). z.B. daff ein Verb
transitiv bzw intransitiv ist oder in beiden Versionen benutzt werden kann. Die
Kontextinformation, die ein bestimmtes Wort benétigt, kann im Lexikon kodiert
sein. Auch inhaltliche Informationen (semantics) kénnen dort enthalten sein.

Beuwspiel 8.15.

take: verb

verbtype =transitive

subject: role = agent, semfeat= human
object: role = instrument, semfeat=vehicle
prep-obj: prep=to role=goal

prep-obj: prep=from, role=source,

Berechnung von Parse-Biumen

Man kann den Nichtterminalen und Terminalen ein Argument mitgeben, das
den Parsebaum mitberechnet. (Dies geht auch in einer attributierten Gramma-

tik.)

S ---> NP VP
NP ---> PN
Optrel -—> []

8 Attribute werden in der Computerlinguistik auch features genannt; Die zugehdrigen
Grammatiken Unifikationsgrammatiken
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Optrel -——> that VP
VP -—=> IV

Die Implementierung kann dafiir z.B. jedes Priadikat um ein Argument er-
weitern, das den (berechneten) Syntaxbaum aufnimmt.

s(sent(TR_np, TR_vp), Ein, Rest) :- np(TR_np,...), vp(TR_vp,...).
np(nphrase(TR_pn),...) :— PN(TR_pn,...).
optrel(kein_relativesatz,...).

optrel(relativ_satz(TR_iv),...) :- iv(TR_iv,...)

Hier sollte z.B. der Satz “Shrdlu halts“ als Ausgabe den Syntaxbaum
s(np(pn(shrdlu)), vp(iv(halts))) erzeugen.

DCG’s als formales System

DCG’s sind als formales System aufzufassen, das analog zu CFGs eine formale
Sprache definiert. Zusétzlich zu CFGs sind an den Nichtterminalen Argumente
erlaubt, die Variablen und Konstanten sein kénnen und auf Gleichheit getestet
werden diirfen.

Die formale Sprache die zu einer DCG gehort, entspricht genau den er-
folgreichen Parses nach der Ubersetzung in definite Klauseln, wenn man SLD-
Resolution als operationale Semantik nimmt.

Allerdings ist das nicht dasselbe wie die Gleichsetzung mit der Prologimple-
mentierung derselben, da nach der Ubersetzung das Parsen als rekursiv abstei-
gend festgelegt 1st.

DCGs kann man zu attributierte Grammatiken dadurch abgrenzen, dafl die
letzteren kontextfreie Grammatiken sind, die in den Regeln Berechnungsalgo-
rithmen fiir eine festgelegte Menge von Attributen enthalten, aber aufgrund der
Berechnungen keine Eingabe ablehnen kénnen.

Eine theoretische Klassifizierung zwischen DCGs und CFG bzgl der erkann-
ten formalen Sprachen ist: Offenbar sind DCGs eine Erweiterung der CFGs. Man
kann aber mit DCG’s {iber kontextfrei hinausgehen:

DCG-Grammatik fiir die nicht-kontextfreie formale Sprache {a”b"c¢"d" | n €

N}
S -——> A(x)B(x)C(x)D(x)
A(s(x)) --—> a A(x)

A(0) -——> a

B(s(x)) --—> b B(x)

B(0) -——=>D

C(s(x)) --—->c C(x)

c(0) -——> c

D(s(x)) --——> d D(x)

D(0) -—>d
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Bemerkungen zur Verarbeitung natiirlicher Sprache

Eine natiirliche Sprache ist 1.a. so aufgebaut, dal Mehrdeutigkeiten vom Spre-
cher (Schreiber) vermieden werden kénnen. D.h. daf es fiir einen Satz moglichst
nur einen Parsebaum gibt. Bei mehr als einem Parse fiir einen Satz wird der
gemeinte Inhalt nicht eindeutig erkannt. Z.B.

“Er sah das Méadchen mit dem Fernglas*

D.h. nicht, daB die Grammatik eindeutig sein muf}; die Bildung mehrdeutige
Satze sind méglich. Allerdings werden bei der Kommunikation alle “Tricks® ver-
wendet um Aussagen eindeutig zu machen: (Inhaltliche, Kontext der Aussage,
vorhergehende Unterhaltung bzw. Text; bei gesprochener Sprache: Betonung.
bei Sichtkontakt: Gesten usw.)

Es gibt Sprachen (Latein; auch Deutsch z&hlt dazu), Englisch eher nicht),
in denen man Satzteile (Phrasen) teilweise umsortieren kann, ohne die Bedeu-
tung des Satzes zu dndern. Dies liegt oft an den Endungen, die die Rolle der
Konstituenten deutlich machen:

the man bites the dog
the dog bites the man
Der Hund beifit den Mann

den Mann beif3t der Hund
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9 Tableau Kalkiil fiir PL,

Den aussagenlogischen Tableaukalkiil kann man auf PL1 erweitern (siche
[Fit90]). Zu den « (konjunktiven) und g-Formeln (disjunktiven) kommen noch
die Quantorformeltypen v und §. Bei den a- und F-Formeltypen brauchte man
eine Definition der direkten Unterformeln ay, as (bzw. 81, 82). Bei quantifizier-
ten Formeln benétigt man Instanzen der Formeln.

All-quantor Ex-quantor

2 @ |6 a(t)

Ve: 9 (Plt/x] ||[Fx: @ |@[t/x]

—Jx : ¢|=P[t/x]|| Ve : B|-P[t/x]

9.1 Tableau mit Grundtermen

Zunichst eine Variante des Tableau-kalkiils, der mit Grundtermen arbeitet.

Im Laufe eines Beweises ist es bei dieser Variante notwendig, neue Konstanten
einzufithren. Diese werden auch Parameter genannt.

Die Tableau-Erweiterungsregeln, die fiir die Pradikatenlogik erster Stufe not-
wendig werden, sind:

~ %)
(1) a(t)
t ist geschlossener Term t ist ein neuer Parameter

der Parameter enthalten kann

Die Eingabe und die Schliessungsregeln sind wie beim aussagenlogischen Ta-
bleau. D.h. ein Tableau ist geschlossen, wenn jeder Pfad geschlossen ist, und
dies wiederum heisst, dafi in jedem Pfad ein Paar direkt komplementérer Lite-
rale vorkommt

Beispiel 9.1. Im folgenden ein Tableaubeweis der Formel
(Vo : (P(z) VQ(z)) = (3 : P(z) VVz: Q(z)))

Auch hier wird, wie beim aussagenlogischen Tableau, mit der Negation der
Formel gestartet.
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~(3z : P(x))

~(Vz : Q(2))
-Q(c) §-Expansion
~P(c) +-Expansion mit ¢ = ¢
P(c)V Q(c) ~-Expansion mit ¢ = ¢
Ple) | Qo) 3-Expansion

Diese Beweisprozedur terminiert i.a. nicht, im Gegensatz zum aussagenlogi-
schen Tableau, da man fiir die y-Formeln beliebige Terme einsetzen kann, und
es auch nicht ausreicht, sich auf eine endliche Menge zu beschrénken.

In dieser Form entspricht der Tableaukalkiil der Resolution ohne Unifikation,
aber mit Raten von Klauselinstanzen. Beim Tableaukalkiil bleibt die Struktur
der Formeln erhalten, so daff man ohne Normalform und (zunichst) ohne Sko-
lemisierung auskommt.

Aussage 9.2. Das Tableau- Verfahren fir PL1 ist widerlegungsvollstindig.

Im Falle, daff es nicht terminiert, wird in etnem Pfad ein Modell generiert,
sofern Fairnessbedingungen erfillt sind: Jede Formel mufl in jedem Pfad und
mit jeder Regel (insbesondere jede y-Instanz) expandiert werden.

Beweis. siehe [Fit90] O

Die Eigenschaft, dafi im Falle der Erfiillbarkeit ein Modell erzeugt wird, ist
ein Vortell gegeniiber resolutionsbasierten Methoden. Allerdings ist dies eher
theoretisch zu sehen, denn i.a. 1st der Pfad dann unendlich lang.

Eine einfache Heuristik zum Expandieren des Tableaus ist: zuerst a-Regeln,
dann §-Regeln, dann J-Regeln und dann erst die v-Regeln. Es ist auch erlaubt,
Mehrfachexpansion von Formeln auf dem gleichen Pfad zu verhindern.

Es ist moéglicherweise ausreichend, die d-Regel pro Formel und Pfad nur ein-
mal zu verwenden. Allerdings gibt es dann immer noch eine Quelle der Nichtter-
minierung: Jede y-Formel mufl im Prinzip mit jedem Parameter einmal instan-
tiiert werden. Dies kann darauf hinauslaufen, daff man immer mehr Parameter
erzeugen mufl: Nach Erzeugung eines neuen Parameters d muss eine Formel oben
im Tableau unten neu angehéngt werden; Diese ergibt nach einigen Schritten eine
neue §-Formel, die einen neuen Parameter erzeugt, usw.
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9.2 Tableau mit freien Variablen

Um den ausufernden Nichtdeterminismus der y-Regel zu verhindern, kann man
Unifikation ausnutzen, mufl dazu aber die Datenstruktur des Tableaus leicht
verdndern, und freie Variablen zulassen.

Gleichzeitig werden statt Parametern Skolemterme bei der Expansion ver-
wendet:

v
¥(x) I(f(xer, .. mn)
z ist neue freie Variable f neue Skolemfunktion und
L1y...,Lpn

sind alle bisher benutzten freien Variablen

Definition 9.3.  (Instantiierungsregel) Ein Tableau darf verdndert werden,
wmdem man eine Substitution o auf das ganze Tableau anwendet. Hierber mufi
die Substitution frei fir das Tableau sein. D.h. es werden nur die freien Varia-
blen ersetzt, und die eingesetzten Terme diirfen keine Variablen enthalten, die in
den Bindungsbereich eines Quantors geraten (von einem Quantor eingefangen
werden ).

Die Schlufiregel ist auch hier, dafl nach der Instantiierung alle Pfade ein Paar
komplementarer Literale enthalten miissen.

Z.B. ist die Substitution {x — f(y)} nicht frei fir die Formel Vy
Pz, f(z),a,z),dadas y in f(y) nach der Einsetzung gebunden wire.

Die Instantiierungsregel und die Schlufiregel kann man ersetzen durch eine
mit Unifikation kombinierte Schlufiregel:

Definition 9.4. Das Tableau ist geschlossen, wenn es eine Substitution o gibt
(frei fir das Tableau), die das Tableau nach Instantiierung im herkémmlichen
Sinne schliefit.

D.h. statt einer Instantiilerung macht man einen Unifikationsversuch, der
einen Unifikator berechnet, der nach Anwendung alle Pfade gleichzeitig schlief3t.
Dafiir mufl der Unifikationsalgorithmus geeignete Kandidatenliterale verwenden,
und diese unifizieren.

D.h. hier 1st doch noch ein Nichtdeterminismus verborgen, da man auf sehr
viele Weisen solche Kandidaten auswéhlen kann.

Beispiel 9.5. Im folgenden ein Tableaubeweis mit freien Variablen fiir die gleiche
Formel wie in Beispiel 9.1

(Vx (Px)vQ(z)) = (Fx: P(x) VVa: Q(x)))
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(Vo : (P(z) VQ(z)) = 3z : P(x)VVa : Q(z)))

~(3z : P(x))
(Ve : Q(x))
—Q(a) $-Expansion
=P (y1) ~-Expansion mit y
P(y2) vV Q(y2) ~-Expansion mit 5
Ply2) | Q(y2) B-Expansion

Geschlossen mit ¢ = {y; + a,y2 — a}

Folgendes Beispiel zeigt, wie ein Modell erzeugt wird:
Beispiel 9.6. Betrachte die Formel (3z : P(x)) = (Yo : P(z)). Diese ist keine

Satz. Versucht man einen Tableaubeweis, so erhilt man ein Gegenbeispiel (bzw.
ein Modell fiir die Negation).

=(3z: P(x)) = (Vo : P(x))
Jx: P(x)
(Vo : P(x)
P(a)

~P(b)

Das erzeugte Modell hat zwei Elemente: a, b. Die Struktur ist {P(a), = P(b)},
und in dieser Struktur ist die obige Formel falsch.

Beuspiel 9.7. Beweis der Formel

(Fw : Vo : R(z,w, f(z,w))) = (Fw : Ve : Jy : R(z,w,y))
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(1) —|((E|w Yo Rz, w, f(r,w))) = (Fw : Ve : Jy : R(x, w, y)))
(2) Jw:VYa: Rz, w, f(z,w))

(3) 2(Fw : Yo : Jy : Rz, w,y))

(4) Ve R(z,a, f(z,a)) aus (2) mit §
(5)  —(Ye:3Jy: R(x,v1,y)) aus (3) mit v
(6) —(Fy: R(g(v1),v1,9)) aus (3) mit §
(7) R(v2, a, f(v2, a)) aus (4) mit
8)  ~(R(g(v1),vi,vs)) aus (6) mit v

geschlossen mit Unifikator ¢ = {v1 — a,v2 — g(a),vs — f(g(a),a)}

Die Frage nach der Terminierung und der Anzahl der notwendigen Kopien
wird durch folgendes Beispiel illustriert:

Beispiel 9.8. Widerlege die Formelmenge {{P(a)V P(b)},{Va : =P (x)}}.

(1) P(a) v P(b)
(2) Vo :—=P(x)

3) Py

Dieses Tableau 148t sich nicht schliefen, da a # b. Erst mit einer weiteren
y-Expansion der Formel Yo : =P (z) auf dem rechten Pfad ist das Tableau ge-
schlossen.

Eine Umstellung der Expansionen zeigt aber, dafl man in diesem Fall mit
einer Expansion pro Pfad auskommt.

Vermutlich gilt somit, dafl eine ~-Formel, die keine inneren Disjunktionen
enthélt, nur einmal pro Pfad expandiert werden mu#.

Beispiel 9.9. Widerlege die Formelmenge
{P(@)}, (=P (@)}, Ve P(x) = P(f(2))}}

118



(4) P(y1) = P(f(n)) aus (3)
(5) —P(y1) | P(f(11))

(6) Ply2) = P(f(y2)) aus (3)
(6) —P(ys) | P(f(y2))

Das Tableau ist geschlossen mit {y; — a,y2 — f(a)}.

Man sieht, dafl es nicht moglich ist, das Tableau vorher zu schlieflen bzw. mit
nur einer Kopie der Formel Yz : P(z) = P(f(z)) pro Pfad. Eine Erweiterung
dieses Beispiels zeigt auch, dafl man die Anzahl der notwendigen ~v-Expansionen
pro Pfad im Prinzip nicht begrenzen kann. Aufgrund der Unentscheidbarkeit
kann man durch keinen Trick die Tableau-methode in ein Entscheidungsverfah-
ren verwandeln. D.h. es gibt immer eine Regel, die fiir das Nichtterminieren
varantwortlich ist.

Die Anzahl der é-Expansionen kann man auf eine pro Formel und Pfad be-
schranken. Beschrankt man die Anzahl der erlaubten Kopien pro Formel und
Pfad willkiirlich von vorneherein durch die sogenannte “Q-Tiefe“ dann termi-
niert das Verfahren.

Die Termininierung kann man wie im aussagenlogischen Fall begriinden, wo-
bei man das verwendete Maf} leicht variieren muf:

— Basis ist das Paar (Anzahl der Quantoren, Gréfle der Formel).

— Pro Pfad die Multimenge der obigen Paare, wobei man fiir jede Formel
mit Quantoren das Paar sooft in die Multimenge einfiigt, wie man die For-
mel noch expandieren kann: (Q-Tiefe — wie oft y-expandiert). Fiir o, 3, J-
Formeln ist diese Zahl jeweils 1.

— Multimenge der Mafle aller Pfade.

Unter Beschrankung der Q-Tiefe ist das Verfahren nicht mehr vollstandig. Al-
lerdings wird es wieder vollstdndig, wenn man das Verfahren merhfach ablaufen
188t mit jeweils grosserer Q-Tiefe. Dies ergibt dann ein Semientscheidungsver-
fahren.
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10 Gleichheitsbehandlung

Das bekannte Leibnizsche Prinzip besagt, dafl zwei Dinge gleich sind, wenn sie
beziiglich aller ihrer Eigenschaften gleich sind. In jedem beliebigen Kontext kann
daher “Gleiches durch Gleiches® ersetzt werden. Diese grundlegende Eigenschaft
wird so haufig ausgenutzt, dafl sie wohl jedem geldufig ist, der schon mit Glei-
chungen hantiert hat.

Traditionell wird die Gleichheit mit dem bindren Symbol “=* bezeichnet.

In einer Logik hoherer Ordnung kann man Gleichhheit leicht definieren und
erklaren durch:

Ve,y:x =y < VP: P(x) < P(y)

Allerdings ist das nicht direkt in PL; iibersetzbar.

Bewspiel 10.1. Der Beweis des folgenden Theorems zeigt, welche typischen
Schwierigkeiten bei Gleichheitsbeweisen auftreten. Zu zeigen sei: Eine Gruppe
mit Yz : 22 = 1 ist kommutativ. Die Axiome einer Gruppe mit einem zweistelli-
gen Verkniipfungssymbol e und einer einstelligen Funktion ¢ (Inverses) sind:

Vo,y,z: (zey)ez=xe(yez) (Assoziativitit)
Y lex = (Links-Eins)
Y rel =z (Rechts-Eins)
Y i(x)ox =1 (Links-Tnverses)
Y rei(z) =1 (Rechts-Tnverses)

Als zusétzliche Voraussetzung soll gelten:
Y& rex =1 (Voraussetzung)
Die Behauptung ist nun:

Ve,y: zey —yex

Ein Beweis der Kommutativitdt wird zum Beispiel durch folgende Gleichungs-
kette gefiihrt:
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(Nzey=(lex)ey (Links-Eins)

(2) =((yoy)oz)ey (Voraussetzung)
(3) =((yoy)ox)e(yel) (Rechts-Eins)
(4) =((yoy)ex)e(ye(zex)) (Voraussetzung)
(5) = (yo((yox)e(yex))ex (mehrmals Assoziativitit)
(6) =(yel)ez (Voraussetzung)
(7) =yex (Rechts-Eins)

Der Beweistrick besteht darin, an den richtigen Stellen mit dem Einselement
zu erweitern, das Einselement durch Anwendung der Voraussetzung geschickt
darzustellen, umzuklammern und wieder zusammenzufassen. Welche der Um-
formungen in jedem einzelnen Schritt durchgefiihrt werden miissen, um zum
Ziel zu kommen, ist zunéchst jedoch iiberhaupt nicht zu erkennen. Zum Beispiel
wéren nach Schritt (3) auch die Operationen

(3) (yoy)ox)e(yel)=(lox)e(yel) (Voraussetzung)

oder (yey)ox)o(yel)=((yoy)ez)e(ye(lel)) (Links- oder Rechts-Eins)

oder (yoy)ez)e(yel)=((yoy)ez)e((yel)el) (Rechts-Fins)
oder (yoy)ex)e(yel)=((yey)ez)e((ley)el) (Links-Eins)
oder (yoy)ex)e(yel)=(ye(yex))e(yel) (Assoziativitit)
oder (yoy)ox)e(yel)=((yey)ex)e (ye (i(w)ew)) (Links-Tnverses)

sowie noch etliche andere ausfithrbar. Von jedem dieser nutzlosen Schritte
aus gibt es wiederum eine Vielzahl weiterer alternativer Umformungen, so dafl
durch reines Ausprobieren aller Méglichkeiten ca. 10* Versuche notwendig sind,
um endlich zur anderen Seite der Gleichung zu kommen.

10.1 Formalisierung der Gleichheit innerhalb der Pridikatenlogik

In PL; kann das Gleichheitspriadikat = nur dann durch eine endliche Axiomen-
menge formalisiert werden, wenn man die Signatur (Funktionssymbole, Pradika-
tensymbole) kennt und wenn diese endlich ist. Eine unabhinigige Axiomatisie-
rung ist erst in Logik einer hoheren Stufe moglich. In PL; kann man stattdessen
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die bendtigte Axiomenmenge durch Instantiierung eines “Axiomenschemas® er-
zeugen:

Definition 10.2. Aziomenschema fiir die Gleichheit:

Vo : r=uza (Reflexivitit)
Yo,y : r=y=y=—=x (Symmetrie)
Yo,y z: r=yANy=z=>x=z (Transitivitdt)

Fiir jgedes Argument von jedem in der Formelmenge vorkommenden

Funktionssymbol f wird ein Substitutionsaziom folgender Form bendtigt:
Var, .. xn,y 2 =y = fler, .o, en) = flen, ooy %)

Fiir jgedes Argument von jedem in der Formelmenge vorkommenden
Préidikatensymbol P wird ebenfalls ein weiteres Substitutionsariom bendtigt:

Vor, .. @,y 2 =y AP, m, ) = Ploy, oy, T)

Eine naive Methode, um Gleichheitsbeweise im Rahmen der Pradikatenlogik
zu automatisieren, wire also, zu den gegebenen Formeln nach dem obigen Sche-
ma die nétigen Gleichheitsaxiome hinzuzufiigen und dann mit Resolution einen
Beweis zu suchen. Wenn man das fiir das Gruppenbeispiel von oben durchfiihrt
und den Beweis im Resolutionskalkiil nachrechnet, wird man feststellen, dafl
erstens die einzelnen Umformungsschritte sehr umstédndlich durch mehrere Re-
solutionsschritte nachgebildet werden miissen, und daf} zweitens der Suchraum
durch neue Ableitungsmoglichkeiten mit den Gleichheitsaxiomen noch weiter
anwiichst, in diesem Fall bis auf ca. 102! Ableitungen bei reiner Breitensuche.
Diese Vorgehensweise ist also nicht praktikabel.

Da die Formalisierung der Gleichheit mit den obigen Axiomen nicht zu
brauchbaren Ergebnissen fiithrt, hat man schon frith versucht, diese Relation
unmittelbar in die Logik einzubauen. In den jeweiligen Kalkiilen kénnen dann
spezielle Ableitungsoperationen, die deren Bedeutung direkt ausnutzen, formu-
liert werden.

Der modelltheoretische Einbau in die Logik geschieht, indem man von allen
moglichen Interpretationen fiir Formeln nur noch diejenigen zuldfit, bei denen
das Symbol = die Identitat in X-Strukturen abgebildet wird. Die heifien dann E-
Interpretationen (% von equality) oder Gleichheitsinterpretationen. Aquivalent
ist, daB die Gleichheit eine Kongruenz auf der Menge der Elemente des Modells
ist.
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Mit Hilfe der E-Interpretationen lassen sich jetzt die anderen semantischen
Begriffe wie E-Modelle, E-Folgerung, E-erfiillbar und E-unerfillbar in der iibli-
chen Weise definieren.

10.2 Paramodulation

Eine natiirliche, in der Mathematik hiufig verwendete Regel zur Behandlung
der Gleichheit beruht auf dem Prinzip der Untertermersetzung: In beliebigem
Kontext kann Gleiches durch Gleiches ersetzt werden. Ahnlich wie bei Resolu-
tion ist auch hierbei in vielen Féllen die Anwendung einer Instantiierungsregel
notig, um die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Untertermersetzung
herzustellen, wobei Unifikation willkiirliche Instantiierungen iiberfliissig macht
und stattdessen ein zielgerichtetes Instantiieren auf der allgemeinsten Ebene
ermoglicht. So wie der Modus Ponens unter Verwendung des Unifikationsprin-
zips zur Resolution verallgemeinert wurde, haben G. Robinson und L. Wos auch
die Gleichheitsersetzungsregel zur Paramodulationsregel verallgemeinert.
Formal wird die Paramodulationsregel wie folgt definiert:

Definition 10.3. (Paramodulation)

01 = {Ll[S],Lz, . ,Ln}

Cy={l=r Ky, ...,Kp}

P o=c{Li[r], Lo, ..., Ln, Ko, ..., Kp}

Hierbei enthdlt Ly[s] den Unterterm s, s und l sind unifizierbar mit dem allge-
meinsten Unifikator o (d.h. os = ol} und P ist Paramodulant der Klauseln Cy
und C', wobei Li[r/s] aus L, durch Ersetzen des Terms s durch den Term r
entsteht.

Paramodulation kénnte man als bedingte Ersetzung bezeichnen, wobei die
restlichen Literale der Klauseln wie Bedingungen wirken und in der Paramo-
dulante die Bedingungen aufgesammelt werden. Die einfachste Variante ist die
Paramodulation ohne Bedingungen. Dies wird auch Termersetzung genannt:

Cr = {L[s]}
Cy:={l=r}
P :=c{L[r]}

wobei ¢ allgemeinster Unifikator von s und [.
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Beuwspiel 10.4. Fir einen Paramodulationsschritt.

Cr = {P(e,;h(f(a,y),0)}
Cy = {f(2,e) = g(x),Q(x)}
P = {P(c,h(g(a),})),Q(a)}
P = {P(c,h(g(a),b)), Q(a)} ist Paramodulant der beiden Klauseln. Die Ter-

me f(a,y) und f(x, e) sind unifizierbar mit { — a,y — e}. Diese Substitution
muf} auf die neue Klausel angewendet werden.

Paramodulation ist in zweifacher Hinsicht allgemeiner als die oben erwéhnte
Regel “Gleiches durch Gleiches zu ersetzen

1. Paramodulation ist nicht nur mit unbedingten, sondern auch mit bedingten
Gleichungen anwendbar, das heifit die Gleichungs-Klausel kann noch weitere
Literale enthalten.

2. Die beiden Terme, welche eine Ersetzung ermoglichen sollen, miissen nicht
gleich, sondern lediglich unifizierbar sein, was bedeutet, dafi es Instanzen
der beteiligten Klauseln geben muf}, so dafi die entsprechenden Terme gleich
sind.

10.3 Eigenschaften der Paramodulation

Die Paramodulationsregel ist korrekt: falls S eine E-erfiillbare (bzw. E-unerfiill-
bare) Menge von Klauseln und € Paramodulant von zwei Klauseln aus S ist,
dann ist auch S U {C'} E-erfiillbar (bzw. E-unerfiillbar).

Erweitert man den Resolutionskalkiil um die Paramodulationsregel und er-
weitert die Eingabeklauseln um die Klausel (das Axiom) {# = z}, dann erhalt
man den RP-Kalkiil fiir die Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit.

Dieser ist widerlegungsvollstiandig: fiir jede E-unerfiillbare Menge von
Klauseln existiert eine Ableitung der leeren Klausel unter Anwendung
der Regeln und Axiome des Kalkiils.

Das Reflexivitdtsaxiom ist nétig, da andernfalls die leere Klausel nicht aus der
E-unerfillbaren, einelementigen Klauselmenge {{—a = a}} ableitbar wire.

Verglichen mit der expliziten Verwendung der Gleichheitsaxiomeist der Such-
raum fiir die Ableitung der leeren Klausel durch Einfiihrung der Paramodula-
tion deutlich kleiner. Viele der sinnlosen Resolutionen mit und zwischen den
Gleichheitsaxiomen sind nicht mehr méglich. Trotzdem sind die entstehenden
Suchrdume ohne geschickte heuristische Steuerung der Paramodulation noch viel
zu grof3, da auch diese Regel fast iiberall in der Klauselmenge angewendet werden
kann. Fiir das obige Gruppenbeispiel sind nach Alan Bundy bei reiner Breiten-
suche etwa 10! Paramodulationsschritte versuchsweise notig, um den Beweis
des Satzes zu finden.
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Beuspiel 10.5. fir Kombination von Resolution und Paramodulation.
Zu zeigen ist: Das Einselement einer Untergruppe ist dasselbe wie das Einsele-
ment der Gruppe selbst.

Axiomatisierung:
VX,V X CY=>MWr:2eX=3xeY) (Teilmengenbeziehung)
VX : Gruppe(X) = (Ve :x € X =z xinv(z) = id(X)) (Def. Einselement)

VX : Gruppe(X) = id(X) € X

VX, Y : Gruppe(X) A Gruppe(Y)A X CY = id(X) = id(Y) (Theorem)

Klauselform:

Cl:=-XCY «zxeX,z€Y

C2: =Gruppe(X),~x € X,z x inv(x) = id(X)
C3: =Gruppe(X),id(X) € X

T1. Gruppe(A)

T2 : Gruppe(B)

T3:ACB

T4 : id(A) # id(B)

Resolutions- und Paramodulationswiderlegung:
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Cl,1+T3 +RIL:

C2,1+T1 F R2

C3,1+T1 F R3

R2,1+R3 F R4:
C2,1+72 F R5:
R1,24+ R5,1F R6 :
R6,1+R3 F RT:
R7,1r+74 + RS :

R4+ R8 FRI:

r €A r€ERB

s € Az xinv(x) = id(A)

Lid(A) € A

id(A) * inv(id(A)) = id(A)
-z € B,z xinv(x) = id(B)
-z € A,z * inv(x) = id(B)

id(A) * inv(id(A)) = id(B)

id(A) * inv(id(A)) # id(A) (Paramodulation)

O
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11  Verwendung von Theorien: Semantische Ansitze:
Theorieresolution

Die Theorieresolution ist ein Schema, um Information iiber die Bedeutung von
Pradikaten- und Funktionssymbolen unmittelbar im (Resolutions-) Kalkiil aus-
zunutzen, indem man anstelle von Axiomen fiir diese Symbole mafigeschneiderte
Schlufiregeln verwendet. Sie wurde von Mark Stickel am SRI allgemein formu-
liert. Viele Spezialfille davon, u.a. Paramodulation, waren jedoch schon vorher
unter anderen Namen bekannt.

7.B. ist es dadurch méoglich, direkt mit arithmetischen Bedingungen umzuge-
hen, die man ohne diese Technik nur direkt (und umsténdlich) in Pradikatenlogik
kodieren kann.

Zur Motivation der Vorgehensweise erinnern wir uns an die Begriindung fiir
die Korrektheit der einfachen Resolutionsregel:

Klausell: L, Ky,...,K,

Klausel2: —L, My,..., M,

Resolvente: Ky, ..., Ky, My,..., Mpy

Das entscheidende Argument dafiir, daf} die Resolvente aus den Elternklau-
seln folgt, war: wenn eine Interpretation das Literal L erfiillt, dann falsifiziert sie
= L. Wesentlich ist also, daf keine Interpretation sowohl L als auch =L erfiillen
kann. Diese Eigenschaft haben zwei Literale dann, wenn sie die rein syntaktische
Bedingung erfiillen, komplementir zu sein, also iibereinstimmende Pradikaten-
symbole und Termlisten, aber verschiedene Vorzeichen zu besitzen.

In vielen Fillen kann man den syntaktischen Komplementaritatsbegriff ver-
allgemeinern, indem man ausnutzt, dafi nicht vollig beliebige, sondern nur be-
stimmte Klassen von Interpretationen in Frage kommen. Zum Beispiel kénnte
eine Formelmenge geeignete Axiome fiir das Pradikatensymbol < enthalten, so
dafl nur solche Interpretationen Modelle sein konnen, die dem Symbol < eine
strikte Ordnungsrelation auf dem Universum zuordnen. Aufgrund der Eigen-
schaften solcher Relationen kann keine derartige Interpretation sowohl a < b als
auch b < a erfiillen. In dem genannten Kontext sind diese beiden Literale zwar
nicht syntaktisch, aber sozusagen semantisch komplementéar, und auch folgender
Ableitungsschritt ist korrekt:

Klausell: a<b, K
Klausel2: b <a, M

Resolvente: K, M
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Als weitere Verallgemeinerung koénnen wir sogar die Beschriankung auf zwei
Elternklauseln aufgeben. Keine Interpretation der genannten Klasse kann sowohl
a < b als auch b < ¢ als auch ¢ < a erfiillen. Damit kann man analog zur
Begriindung fiir die einfache Resolution, nur mit mehr Fallunterscheidungen,
auch folgenden Schritt als korrekt nachweisen:

Klausell: a<b, K
Klausel2: b<e, M
Klausel3: c¢<a, N

Resolvente: K, M

Die Idee ist also, von dem Spezialfall zweier syntaktisch komplementarer
Resolutionsliterale iiberzugehen zu einer beliebigen Menge von Literalen, so dafl
keine Interpretation einer gegebenen Klasse alle diese Resolutionsliterale erfiillen
kann. Die “Klasse von Interpretationen® wird durch den Theoriebegriff prézi-
siert.

Einer erfiillbaren Menge .4 von Formeln 148t sich in PL; eindeutig die Klas-
se M ihrer Modelle zuordnen, also von Interpretationen, die die Formeln wahr
machen. Dieser Klasse von Interpretationen entspricht wiederum eindeutig eine
(unendliche) maximale Menge 7 von Formeln, die von allen Interpretationen in
M erfiillt werden. Die Formelmenge 7 ist maximal in dem Sinn, daf jede wei-
tere Formel die Modellklasse M einschrénkt, also von wenigstens einem Modell
fiir A falsifiziert wird. Per definitionem ist 7 gerade die Menge der Folgerungen
aus A . In dieser Sichtweise enthalten M und 7 dieselbe Information, und beide
werden oft als Theorie bezeichnet. Da verschiedene Formelmengen dieselben Mo-
delle haben kénnen, stellt ein gegebenes A nur eine Alternative dar, die Theorie
zu definieren. Man nennt A auch eine Prisentation oder Axiomatisierung der
Theorie.

Definition 11.1. (Theorien)

Fiir eine Formelmenge A ist: Theorie(A) = Menge aller Modelle von A ~
Menge aller Formeln, die in allen Modellen von A gelten.

Set T ewne gegebene Theorie:

T-erfiillbar:: Fine Formel F st T -erfiillbar, falls es ein Modell von T gibt, das
P erfiillt.

T-unerfillbar:: Fine Formel F' st T -erfiillbar, falls es kein Modell von T gibt,
das F erfillt.

T-allgemeingiiltig: Eine Formel F' ist T -allgemeingiiltig: falls F' in allen Mo-
dellen von T gilt.

T-Folgerung F |=7 G Falls G in allen T-Modellen von F gilt.
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Sei beispielsweise A die Menge {Va,y : P(x,y) = P(y,z)}, die nur aus
dem Symmetrieaxiom fiir P besteht. Die Theorie T ergibt sich dann aus allen
Interpretationen, die dem Prédikatensymbol P eine symmetrische Relation auf
dem Universum zuordnen. Die Formel P(a,b) A= P(b, a) ist erfiillbar, aber nicht
T-erfiillbar. P(b, a) ist eine T-Folgerung von P(a,b).

Definition 11.2. (Totale Theorieresolution ohne Unifikation) Das aus-
sagenlogische Schema fiir die totale Theorieresolution sieht nun folgendermafen
aus: Seien eine Theorie T und Klauseln C1,...,C, gegeben, und jede Klausel
enthalte ein Literal L;, so dafy die Konjunktion all dieser Literale T -unerfiillbar
1st. Die Vereinigung der n Klauseln abziiglich dieser Resolutionsliterale L; ergibt
eine T -Resolvente. Diese ist eine T -Folgerung von Cy A ... A Cy,. Graphisch:

Resolutiondliterale
unerfillbar in der Theoriel

0o Theorieresolvente

Analog zur einfachen Resolution mufl die Konjunktion der L; im préadika-
tenlogischen Fall nicht unmittelbar 7 -widerspriichlich sein. Man bend&tigt ei-
ne Substitution o, einen 7 -Unifikator, so dal die Formel o1 A ... A oL, T-
widerspriichlich ist. Die 7-Resolvente mufl dann mit o instantiiert werden. Al-
lerdings ist ein allgemeinster 7-Unifikator fiir eine Menge von Ausdriicken nicht
mehr bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmt. Abhéngig von 7 kann
es einen, endlich viele oder unendlich viele voneinander unabhéngige allgemein-
ste T-Unifikatoren geben. Zwei Substitutionen werden dabei als unabhéngig
bezeichnet, wenn sich nicht eine durch Instantiierung von Variablen aus der
anderen ergibt. In bosartigen Fillen existieren iiberhaupt keine allgemeinsten
T-Unifikatoren, sondern nur nicht-allgemeinste.

Eine Theorie mit endlich vielen 7-Unifikatoren ist die oben erwidhnte Theorie
der Symmetrie von P, die maximal zwei allgemeinste Unifikatoren erzeugt. Fiir

Klausel 1: P(a,b),Q

Klausel 2: =P(z,y), R(»)
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besitzen die beiden ersten Literale die 7-Unifikatoren o1 = {# — a,y — b} und
o2 = {x — b,y — a}, so daB die zwei unabhingigen 7-Resolventen {Q, R(a)}
und {@Q, R(b)} abgeleitet werden konnen.

Das Konzept der Theorieresolution erlaubt, hdufig vorkommende Standard-
interpretationen von Symbolen wesentlich natiirlicher und effizienter als mit der
iiblichen Axiomatisierung und normaler Resolution zu handhaben. Die Infor-
mation iiber die spezielle Theorie steckt dabei in erster Linie im Unifikations-
algorithmus, der allerdings fiir jede Theorie neu entwickelt werden mufl. Um
die Widerlegungsvollstindigkeit der Theorieresolutionsverfahren sicherzustellen,
muf} der verwendete Theorieunifikationsalgorithmus alle allgemeinsten Unifika-
toren erzeugen bzw. im unendlichen Fall zumindest aufzihlen kénnen.

Der fiir die Realisierung der Theorieresolution erforderliche Unifikationsal-
gorithmus ist fiir manche Theorien zu aufwendig oder iiberhaupt nicht be-
kannt. Dies gilt insbesondere, wenn die Theorie eigentlich aus mehreren Un-
tertheorien besteht, die aber nicht unabhéngig voneinander sind. Als Beispiel
betrachten wir die Theorie 77 der Interpretationen, die dem Préadikatensymbol
< (antisymmetrische) Ordnungsrelationen zuordnen, sowie die Theorie T3 der In-
terpretationen, die dem Pradikatensymbol = die Gleichheitsrelation zuordnen.
Die Kombination dieser beiden Theorien macht die Konjunktion der Literale
a < b b < a, P(a),~P(b) unerfiillbar, so daf sie ohne weiteres als Resolutions-
literale fiir eine Theorieresolution in Frage kommen. Ein Algorithmus, der das
erkennen kann, miifite jedoch genau fiir die Kombination dieser beiden Theorien
konzipiert sein. Sobald eine dritte hinzukommt, ist er nicht mehr anwendbar.
Deshalb versucht man, Algorithmen fiir einzelne Theorien zu entwickeln und
einen allgemeineren Mechanismus verfiighar zu machen, der den Austausch zwi-
schen beliebigen Theorien besorgt.

Betrachten wir die Kombination der genannten Theorien und folgende Klau-
seln:

Klausell: a<b, K

Klausel2: b<a, L

— bl

Klausel3:  P(a), M

Klauseld:  —P(b), N

Daraus miifite eigentlich die Resolvente {K, L, M, N} ableitbar sein. Dies kann
man durch einen verallgemeinerten 7;-Schritt und einen anschlieenden 75-
Schritt erreichen. Wenn eine Interpretation in der Theorie 77 sowohl a < b
als auch b < a erfiillt, dann muf} sie wegen der Antisymmetrie auch das Lite-
ral a = b erfiillen. Man sieht leicht, daf deshalb die Klausel {a = b, K, L} eine
T1-Folgerung aus Klausel 1 und Klausel 2 ist. Die Literale a = b, P(a), =P (b)
kénnen dann von dem Algorithmus fiir 7> als Resolutionsliterale fiir eine Gleich-
heitstheorieresolution zwischen der neuen Klausel sowie Klausel 3 und Klausel
4 erkannt werden, womit die gewiinschte Klausel {K, L, M, N} entsteht.
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Der erste Schritt geht iiber die Theorieresolution im bisherigen Sinn hinaus,
da die Konjunktion der Resolutionsliterale allein noch nicht unerfiillbar in der
Theorie ist, und da ein neues Literal abgeleitet und in die Resolvente aufge-
nommen wurde. Dieses sogenannte Residuum hat die Eigenschaft, dafl es in der
Theorie aus den Resolutionsliteralen folgt. Sein Pradikatensymbol braucht nicht
einmal in den Elternklauseln vorzukommen. Ist ein Residuum beteiligt, spricht
man von partieller Theorieresolution, andernfalls von totaler Theorieresolution.

Als Residuum kann man auch eine Disjunktion von mehreren Literalen zu-
lassen. Das leere Residuum steht dann wie die leere Klausel fiir “falsch® und
folgt daher nur dann aus den Resolutionsliteralen, wenn deren Konjunktion 7 -
unerfiillbar 1st. Dieser Spezialfall entspricht der totalen Theorieresolution.

Definition 11.3. (Allgemeine (partielle) Theorieresolution) Seien eine
Theorie T und Klauseln Cy, ..., C, gegeben, und jede Klausel enthalte ein Li-
teral L;, so daf fir eine Substitution o gilt: oLy A ... ANoL, |E7 Residuum,
dann ist o((C1 \ L1) U...U(Cp \ Lp)) U Residuum eine allgemeine (partielle)
Theorieresolvente.

Schematisch:
{, .
2 Ll
aj 1 1
1 }
2, [Laof
S I
5 1 o
= 1 e 1
ﬁ 1 1
o :# Lnlf}\
Residuum} @ 0 . o partielle
H Theorieresolvente

Als Bedingung fiir die Widerlegungsvollstandigkeit der partiellen Theoriere-
solution ergibt sich, dafl der Unifikationsalgorithmus nicht nur alle allgemeinsten
Unifikatoren, sondern auch alle “allgemeinsten Residuen® erzeugen kénnen muf.
Fiir das Suchverhalten des Verfahrens ist das sehr problematisch. Auch hier mufl
man heuristisch sich gute (kurze, kleine) Residuen aussuchen.

Paramodulation ist ein typisches Beispiel fiir partielle Theorieresolution. Die
Theorie ist die Gleichheit, d.h. die Theorie, die sich aus dem Axiomensystem der
Gleichheit (Definition 10.2) ergibt. Das paramodulierte Literal ist das Residuum.
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12 Unifikation unter Gleichheitstheorien

Wie bereits in dem Kapitel iiber die Gleichheitsbehandlung ausgefiihrt wurde,
bereiten Formeln, in denen die Gleichheit vorkommt, ziemliche Schwierigkeiten
beim automatischen Beweisen, trotz Paramodulationsregel. Besonders unange-
nehm verhalten sich dabei zum Beispiel Formeln, die die Kommutativitat ge-
wisser Funktionssymbole definieren, d.h. wenn etwa Yz, y : g(z,y) = g(y, »)
gilt. Diese Kommutativitatsformel fiihrt unter Umstinden zu einem sténdigen
Vertauschen der Argumente von Termen mit dem kommutativen Funktionssym-
bol. Daher wurde schon relativ friih versucht, solche Gleichungsformeln aus den
Formelmengen zu entfernen und durch entsprechend verdnderte Schlufiregeln zu
ersetzen. G. Plotkin schlug vor, die Resolutionsregel dahingehend zu &ndern, daf§
die Unifikation durch eine die herausgenommenen Gleichungsformeln beriicksich-
tigende Unifikation ersetzt wird. Er gab auch die wesentlichen Kriterien an, un-
ter denen das geschehen kann, ohne dafl die Vollstandigkeit des Kalkiils verloren
geht. Vorausgesetzt, das Gleichheitspriadikat kommt nur in unédren Klauseln vor,
d.h. die Klauselmenge enthilt endlich viele Klauseln Iy = »y,...,{, = r,, und
es tritt sonst in keiner weiteren Klausel auf, dann darf die Unifikation durch
eine sogenannte Theorieunifikation ersetzt werden, die die Gleichungsaxiome
lh =r1,...,1l, = r, beriicksichtigt.

Der Resolutionskalkiil RF wird dann folgendermaflen abgeindert:

statt auf CU FE

wird auf C' Resolution und Faktorisierung mit Unifikation bzgl. £ verwendet.

Voraussetzung: (' enthélt keine Gleichheitssymbole, £ besteht nur aus
Unit-Klauseln, die Gleichungen sind. Der E-Unifikationsalgorithmus liefert i.a.
eine Loésungsmenge von Unifikatoren, die alle auszuprobieren sind.

Es gilt: Wenn der E-Unifikationsalgorithmus eine vollstdndige Menge von
Unifikatoren berechnet, dann ist der Kalkiil widerlegungsvollstandig.

Hierbei mufl die Losungsmenge (endlich oder unendlich) und rekursiv
aufzéhlbar sein.

Theorieunifikationsalgorithmen

Beispiel 12.1. Die beiden Terme g(x,y) und g(a, b) haben den tiblichen Unifika-
tor 1 = {& — a,y > b}. Unter der Annahme, dafl ¢ kommutativ ist, ergibt sich
aber noch ein zweiter Unifikator, ndmlich 8, = {« — b,y — a}. Offensichtlich
sind beide Unifikatoren unabhéngig voneinander, d.h. es gibt in diesem Fall mehr
als einen allgemeinsten Unifikator. Die Gleichung k(f(z,g(a,v)), (=, h(y))) =
k(f(h(y),9(y,a)),9(z,2)) hat eine Losung o1 = {& — h(a),y — a,z — h(a)},
die z.B. mit dem Unifikationsalgorithmus Ul (Definition 5.19) berechnet werden
kann. Unter der Annahme, daff ¢ kommutativ ist, ist o2 = {# — h(y),z — h(y)}
ebenfalls ein Unifikator, der in diesem Fall offensichtlich sogar allgemeiner ist als
der oben berechnete. Man erhélt den obigen Unifikator durch weitere Instanti-
ierung, indem man y durch @ substituiert. Benutzt man oq als Unifikator (und
zusitzlich ¥ — y dann kann man zum Beispiel folgende (totale) Theorieresolu-
tion durchfiithren:
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Py, k(f(z,g9(a,y)), 9(z, h(y)))), Q(z, )
Py k(f(RY),9(v,a)),9(2,2))R(Y, 2)

Q(h(y),y), R(y, h(y))

Die Theorie, die dabei benutzt wurde ist die Kommutativitit von g, d.h. Vo, y :
9(z,y) =gy, x).

Wir definieren jetzt einen Unfikationsalgorithmus fiir kommutativ deklarierte
Funktionssymbole. Er ist eine leichte Abwandlung von Ul.

Definition 12.2. Unifikationsalgorithmus Ue : Eingabe:

1. zwei Terme oder Atome s und t,
2. sowie ewne Liste Fo von zweistelligen Funktionssymbolen, die als kommutativ
deklariert sind.

Ausgabe: “nicht unifizierbar “ oder eine vollstindige Menge von Unifikatoren.
Zustinde, auf denen der Algorithmus operiert: Eine Menge I' von Gleichungen.
Initialzustand: Ty = {s =t}.

Unifikationsregeln:
= f(ty, ... ), T
f(81’7 o) = f(t, —— n), (Dekomposition)
Slitl, ...,Snitn,F
= g(ty,t2), I
9(51,52) = g{t1, t2), (Vertauschung)

SlitQ ) SZitlaF

falls g in F¢o enthalten ist, d.h. g ist kommutativ.

I
r=nt (Tautologie)
F 7
=t 1
71‘—, e FV(I), z &t (Anwendung)
r=t{e—t}I
t=z I
. v teVv (Orientierung)
x=1t1
Abbruchbedingungen:
FC)=g(.), T
~ Fail wenn [ #£ g (Clash)
x=1t1
Fail wenn ¥ € FV(t) vorkommt (occurs check Fehler)
ai
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Steuerung: Erzeuge einen Baum folgendermafen: Der Wurzelknoten st I' =
I'y. Fiir jeden Knoten, der mit einem Gleichungssystem I' markiert ist: Wihle
eine Gleichung s = t in I' aus, auf die mindestens eine Regel anwendbar ist
und erzeuge die Nachfolgeknoten (maximal zwei) dadurch, daff alle anwendbaren
Regeln auf s = t angewendet werden. Auf diese Weise werden so lange neue
Aste im Baum erzeugt, bis entweder eine Abbruchbedingung erfillt ist oder keine
Regel mehr anwendbar ist. Die Gleichungsmenge in den Blattknoten, auf die

keine Abbruchbedingung zutrifft hat die Form {x; =ty .. T = i }. Die daraus
generierten Substitutionen {x1 v~ 11,... 2 v tg } werden aufgesammelt und als
Ergebnis zuriickgeliefert.

Beispiel 12.3. g(x,y) = g(a,b) kann auf zwei Weisen dekomponiert werden,
wenn ¢ € Fo angenommen wird. Dies ergibt sofort zwei Systeme von Glei-
chungen:

—z=a,y=b.
— 2 =by=0.

Ein weiteres Beispiel ist folgender Berechnungsbaum:

f(a(x.y).9(y,b)) f?f(g(ab),g(b,a))
DekomPositi on

g(x.y) =?g(ab), g(y.b) =?g(b,a)

o \/er{

x =?b,y =?a, g(y,b) =?g(b,a)

-2 =7 -2
x="a,y="b, g(y,b) ="g(ba) y
Z
)

x=?b,y=?a, y=?b,b=a\ -
clash

x=?a,y=?b,b="a
clash X=a,y="b,y=?ab="b

=? =? =?
Anwendung, Tautologie x=b,y | & b="b
[

Tautologie
x="a,y="b,b=?a !
clash X =?b,y="a

Es gibt also nur eine Losung in diesem Fall: {# — b,y — a}.
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Wie man jetzt leicht nachvollziehen kann, wiirde der Algorithmus U¢ fiir das
Beispiel aus 12.1 k(f(z,g(a,y)),9(z, h(y))) = k(F(h(y),9(y,a)),9(z,2)) beide
Losungen oy = {z — h(a),y — a,z — h(a)} und o2 = {z — h(y),z — h(y)}
ausrechnen, wobei oy allgemeiner ist als ¢1. Das heifit der Algorithmus ist nicht
minimal, er berechnet eventuell mehr Lésungen als notwendig. Da nur endlich
viele Losungen berechnet werden, kann man aber die iiberfliissigen im nachhinein
ermitteln (mittels Unifikation der Termpaare ¢y (z;) und oa(z;) unter Kommu-
tativitdt, wobei man auf einer Seite die Variablen als konstant ansieht. Danach
kann man die nicht allgemeinsten Unifikatoren eliminieren. Fiir Kommutativitét
gibt es also im allgemeinen mehr als einen allgemeinsten Unifikator, aber immer
noch endlich viele, wie man sich leicht tiberlegen kann und wie wir auch unten
zeigen werden.

Es kann aber noch unangenehmer sein, wenn etwa eine Funktion f asso-
ziativ ist, wenn also Ya,y,z : f(x, f(y,2)) = f(f(z,y),z) gilt. In diesem Fall
hat etwa das Gleichungssystem {f(z,a) = f(a, )} unendlich viele unabhangige
Losungen:

{r = fla,a)}, {z— f(a, fla,a)},{x — fla, f(a, fla,a)))},...

Alle Lésungen sind im Sinne der Assoziativitdt von f gleich zu einer dieser
Lésungen, d.h. der fiir 2 substituierte Term ist bis auf Umklammerung einer der
hier angegebenen. Allerdings erspart man sich auch in diesem unangenehmen
Fall gegeniiber der Resolution (bzw. Paramodulation) ohne Theorieunifikation
etwa das stAndige Umklammern von Termen mit assoziativem Funktionssymbol.

Das folgende Beispiel zeigt, dal es neben den Féllen, dafi es maximal einen,
endlich viele oder unendlich viele allgemeinste Unifikatoren gibt, auch noch den
Fall gibt, daf es fiir eine Theorie gar keine allgemeinsten Unifikatoren mehr gibt:

Beuwspiel 12.4. Es ist moglich, dafl es in speziellen Féllen keine allgemeinsten
Unifikatoren gibt.

Sei L = {append(z,nil) = z,first(append(z, y)) =
first(z),first(nil) = nil} die Menge der Axiome einer Theorie (eine Theorie
fiir), wobei es eine Konstante nil, ein einstelliges Symbol first und ein zwei-
stelliges Funktionssymbol append gibt. Dann hat das L-Unifikationsproblem

{first(x) = nil} die vollstindige Menge von Unifikatoren:
cUp(first(z) = nil) = {o, | n > 0}
mit
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oo = {z — nil}
o1 = {# — append(nil, z1)}

o2 = {x — append(append(nil, z1), z2)}

on = {# — append(append(...(append(nil, 1), z2),...,&n)}

Aber jeder Unifikator o, ist allgemeiner als der Vorgénger o,_1: Man substi-
tuiere x, durch nil und wende das erste Axiom aus I an, dann erhalt man
den Vorginger. Man hat hier also eine Kette von immer allgemeiner werdenden
Unifikatoren. Diese ist auch vollstdndig, aber kein Unifikator alleine ist bereits
vollstandig, also gibt es keine allgemeinsten.

Da die Verhéltnisse offensichtlich ziemlich kompliziert sind, ist es nétig,
Theorie-unifikation etwas formaler zu untersuchen und zu definieren. Wir ha-
ben jetzt den Fall, dafi zwei Terme, z.B. g(a,b) und g(b,a) zwar syntaktisch
verschieden sind, aber unter der Annahme der Kommutativitat von ¢ das glei-
che bedeuten. D.h. es gibt eine Relation zwischen g(a, b) und ¢(b, a), die wir mit
gla,b) =¢ g(b,a) (C fir Commutativity) bezeichnen wollen. (Fiir die beiden
Terme f(g(a,b)) und f(g(b,a)) soll dann auch gelten f(g(a,b)) =¢ f(g(b,a)),
d.h. die Relation =¢ zieht sich hoch auf zusammengesetzte Terme.) Ahnliches
gilt fiir Substitutionen: {# — ¢(a,b)} und {x — g(b,a)} sehen zwar auch ver-
schieden aus, durch die Kommutativitdt von g bedeuten sie aber das gleiche,
d.h. {z— g(a,b)} =¢c {z — g(b,a)}.

Die formalen Definitionen dafiir sind:

Definition 12.5. Eine Menge von Aziomen E := {l; = r1,...,l, = r,} von
undren Klauseln mit dem Gleichheitsprddikat (Gleichheitsaziome) induziert eine
Gleichheitstheorie auf der Termalgebra T(X, V') dber einer Signatur X, die min-
destens die Symbole der Gleichheitsariome in E enthdlt. Diese Gleichheitstheorie
ist die kleinste Aquivalenzrelation =g auf T(X,V) die alle Termpaare (I;, ;) fiir
l; = r; aus E enthdlt, und abgeschlossen ist gegeniiber der Termbildung und der
Substitution von Variablen:

1. Wenn s1 =g t1,...,8, = tn und f st ein n-stelliges Funktionssymbol,
dann f(s1,...,80) =g f(t1,...,ts)

2. Wenn s =g t und o ist etne Substitution, dann os =g ot.

Eine solche Relation heifit auch Kongruenzrelation.
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Zwei Terme sind genau dann in der Relation =g, wenn man ihre Gleichheit
aus den Axiomen FE ableiten kann mit den folgenden Regeln:

1. Ft=1

2. s=tHt=3s

3.s=rr=tks=t

4. sy =t1,. .., 8p =ty b f(s1,...,80) = f(t1,...,tn), wobel f ein n-stelliges
Funktionssymbol.

5. s =t ol = os fiir eine beliebige Substitution .

Die Regeln sind so zu verstehen: Man startet mit £, den Axiomen, und
erweitert diese Menge von Gleichungen unter Benutzung der Regeln, d.h. F C
A1 C As C ... wobei jeweils eine Gleichung hinzugefiigt wurde.

Der Satz von Birkhoff macht eine Aussage iiber die Vollstandigkeit des Ab-
leitungssystems. Hierbei ist = als =g zu lesen.

Satz 12.6. Satz von Birkhoff: Fir jede endliche Menge E von Gleichungen
und zwet Terme s,t qult:

EEs=t&EFs=t
Beweis. (siehe Literatur)

Beispiel 12.7. Sei C' = {g(z,y) = g¢(y,z)} die Theorie der Kommutativitit.
C-gleiche Terme sind dann:

gla,b) =¢ g(b,a) oder f(x,g(a,b),z) =¢c f(z,g9(b,a),z).

Die Gleichheit von zwei Termen kann mit effizienteren Methoden iiberpriift
werden. Die Idee ist, dafi zwei Terme s und ¢ gleich sind unter einer Theorie
TH(E), wenn sich s mittels Termersetzung in ¢ iiberfithren 148t, wobei die Axio-
me in £ mitverwendet werden diirfen. Ein Darstellung der Termersetzung findet

sich in [BN98,Ave95].

Definition 12.8. (Termersetzungskalkiil, Rewrite-Kalkiil)
Gegeben eine Menge E von Gleichungen (Aziomatisierung einer Theorie). Dann
set fiir etnen Term s:

s =g s[r = o(r)]

genau dann wenn eine Gleichung l = r oder r = 1 in E existiert, eine Position
7 und eine Substitution o mit o(l) = s|r. Die Termersetzungsrelation <—p ist
der reflexive, transitive Abschluff von —g.

Als Beispiel betrachten wir den Term f(x,g(a,b),z), wobei g ein kommu-
tatives Symbol ist. Das Axiom der Kommutativitét ist g(z,y) = ¢(y,z). Mit
o={r—a,y— b} gilt: og(z,y) = ¢g(a,b). Mit einem Ersetzungsschritt kann
der Term f(z, g(a,b), z) in den Term f(z, g(b, a), z) iiberfithrt werden. Die Positi-
on kénnte man hier als [2] notieren. Also gilt: f(z, g(a,b),z) ©=g f(z,g9(b,a), 2).
Der Termersetzungskalkiil ist vollstandig, d.h., er kann (unter einer Menge von
Axiomen FE) alle gleichen Term ineinander iiberfiihren:
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Satz 12.9. Korrektheit und Vollstindigkeit des Termersetzungs-
kalkiils:

1. Der Termersetzungskalkiil ist korrekt.

2. Ist E eine Menge von Aziomen und sind s und t zweir Terme mit s =g t,
dann gilt s &g t.

Beweis. Korrektheit (Ubungsaufgabe).

Vollstandigkeit: Zun&chst mufl man zeigen, daf eine leichte Abwandlung des
Birkhoff-kalkiils noch vollsténdig ist: Die Regel 5 wird ersetzt durch

s=tFo(s)=0c(t)

fiir eine beliebige Substitution ¢ und falls s =1 ein Axiom ist.

Induktion nach der Anzahl der Schritte einer Herleitung von s =g ¢ mittels
des obigen Kalkiils. Hierbei betrachten wir nur die Anzahl der Schritte 1)
bis 4).

Induktionsbasis: Lange = 0. Dann ist s = ¢ ein Axiom oder Instanz eines
Axioms. Aus der Definition 12.8 folgt dann s — g ¢, insbesondere s G g
t.

Induktionsschritt: Hier mufl man alle Fille des Kalkiils durchgehen und
die Ersetzungsschritte jeweils zu einem ganzen Reduktionsbeweis zusam-
mensetzen.

O

Definition 12.10. (E-Unifikationsprobleme) Ein Unifikationsproblem un-
ter der Gleichheitstheorie £ — ein E-Unifikationsproblem - st ein Gleichungs-
system I' = {s; =y, 8, = tn}e. Fine Liosung von I' ist eine Substitu-
tion o mit os; =g ot; (fir alle i mit 1 < i < n). Sie heifft E-Unifikator
von I'. Die Menge der E-Unifikatoren bezeichnen wir mit Ug(I') oder auch
UE(81 étl,...,sn ;tn)

Im allgemeinen sind die Mengen Ug (I") unendlich und man mochte sie daher
durch eine moglichst kleine repriasentative Teilmenge ersetzen. Bei der iiblichen
syntaktischen Unifikation - sie entspricht der Unifikation beziiglich der Theorie
mit der leeren Axiomatisierung - gelingt dies sogar mit einelementigen Teilmen-
gen, wie Robinson gezeigt hat (siche auch 5.16).

Definition 12.11. Minimale und vollstindige Mengen wvon FE-Unifikatoren
- auch Mengen allgemeinster E-Unifikatoren (auch Ldésungsbasis genannt)
- pUg(I), sind Mengen wvon Unifikatoren, die den folgenden Bedingungen
genvgen:
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(1) uUg(I') CUg(I) (Korrektheit)
(2) Fir alle 6 € Ug(I") existiert ein o € pUg(I')

mit dx =g Moz) (fir allex € V(I')) (Vollstindigkeit)
(3) Fir alle o, 7 € Ug(I') mit T =g A(ox) (fir allex € V(I))

isto=r1 (Minimalitit)

Das heifit: (1) alle allgemeinsten E-Unifikatoren lésen I', (2) jeder beliebige
E-Unifikator ist Instanz eines allgemeinsten E-Unifikators, und (3) verschie-
dene allgemeinste E-Unifikatoren sind keine Instanzen vonewmander. Unifika-
tormengen cUg(I") mit (1) und (2) heiffen auch vollstindige Mengen von E-
Unifikatoren. Ug(I") selbst ist trivialerweise eine vollstindige Losungsmenge.

Fir das Beispiel aus 12.1, I' = {k(f(z, g(a,v)),g(z, h(y))) =
k(f(h(y),9(y,a)),g(z,2))} berechnet unser Unifikationsalgorithmus Ue die zwei
Losungen {{z — h(a),y — a,z — h(a)},{z = h(y),z — h(y)}}, die zwar ei-
ne vollstindige Menge bilden, aber nicht minimal ist. Die minimale Menge ist
{{e = hy), = hiy)}).

Mit den neuen Begriffen kénnen wir jetzt Korrektheit, Terminierung und
Vollstandigkeit des Unifikationsalgorithmus Ue fiir Kommutativitdt beweisen.

Aussage 12.12. Der Algorithmus Uc (Definition 12.2) ist korrekt, terminiert
und st vollstindig.

Beweis. Der Beweis geht jetzt ganz analog zum Beweis fiir den Algorithmus Ul
(Theorem 5.21). Es muf anstelle der syntaktischen Gleichheit die Kongruenz-
relation =¢ benutzt werden. Wie im Beweis zur Vollstdndigkeit von Ul zeigt
man, daB fiir die Regeln Tautologie, Anwendung, Orientierung und Dekompo-
sition fiir nicht C-Symbole keine Losungen verlorengehen. Im Falle der Dekom-
position und Vertauschung fiir C-Symbole gilt: Uc(g(s1, s2) = g(t1,t2),I") und
Uc(s1 =y, 50 = to, ') U Uc(s1 = g, 59 = t1,I") sind dieselben Mengen. Die
Terminierung zeigt man analog zu der Terminierung des Algorithmus Ul. Daf3
durch den Abbruch bei occurs-check keine Losungen verlorengehen, folgt dar-
aus, daf} fiir Terme s und ¢ mit s =¢ ¢ gilt, dafi s und ¢ die gleiche Tiefe haben
miissen, was mittels des Ersetzungskalkiils in 12.8 bewiesen werden kann. ad

Da der Algorithmus vollstdndig ist, terminiert und der aufgebaute Baum nur
eine endliche Verzweigungsrate hat, bedeutet das, dafl es im Fall der Kommuta-
tivitdt immer maximal endlich viele allgemeinste Unifikatoren gibt.

Jetzt konnen wir allgemeine Theorieresolution unter Gleichheit definieren.

Definition 12.13. (Theorieresolution unter Gleichheit
Vorausgesetzt man hat ein Verfahren, das fiir jedes Gleichungssystem die
Lésungsmenge Ug(I') — oder besser noch eine méglichst kleine reprdsentative
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Teilmenge pUg(I") - berechnet, dann kann man die Resolutionsregel wie folgt
abwandeln:

Klausell: P(s1,...,80), K1, ..., Kn,

Klausel?2: —P(t, ... ty), L1, ..., Ly UEUE(slétl,...,snétn)

E-Resolvente: oKy, ...,0Ky,0L1,... 0L

12.1 Eigenschaften von Lésungsmengen

Die folgenden Theoreme zeigen, dafl wir hier die “richtige® Form der Représen-
tation gewédhlt haben. Die Eindeutigkeit garantiert, dafy verschiedene minimale
und vollstindige Mengen von E-Unifikatoren eines Gleichungssystems I' dqui-
valent im Sinne der folgenden durch wechselseitige Instanzenbildung induzierten
E-Aquivalenz von Substitutionen sind: ¢ =g 7 < 3\, pu : ox =g A(Tz) und
T =g p(ox) fir alle z € V(I'), d.h. wenn jede eine Instanz der anderen ist.
Die Aussage zur Reprisentation zeigt, dafl die allgemeinsten Unifikatoren genau
die Menge der Unifikatoren reprisentieren: Eine Substitution 16st I genau dann,
wenn sie Instanz eines allgemeinsten Unifikators ist. Die untenstehende Aussage
zur Vererbung schlielich besagt, dafl man die Lésungsbasen schrittweise be-
rechnen kann: Um ein Gleichungssystem zu 16sen, kann man die allgemeinsten
Unifikatoren einer der Gleichungen berechnen, diese auf die anderen Gleichungen
anwenden und die resultierenden Restsysteme analog 16sen.

Aussage 12.14. Eindeutigkeit

1. Die Lésungsbasen eines Gleichungssystems I' haben gleiche Kardinalitdt und
unterscheiden sich héchstens um E-Aquivalenz ihrer Elemente.

2. Ersetzt man Elemente einer Lésungsbasis von I' durch E-dquivalente Sub-
stitutionen, so erhdlt man wieder eine Losungsbasis.

Aussage 12.15. Reprisentation:

1. Fiir jede vollstindige Menge cUg(I") von E-Unifikatoren gilt: 6 lost I' genau
dann, wenn dx =g A ox) fir alle x € V(I') mit ¢ € cUg(I') und einer
Substitution .

2. Die Losungsbasen sind die kleinsten Mengen mit dieser Eigenschaft, d.h.
wenn man eine Substitution aus einer Ldsungsbasis entfernt, ist sie nicht
mehr vollstdndig.

Aussage 12.16. Vererbung Sei cUg(I)) eine wvollstindige Menge von E-
Unifikatoren von Iy und seien cUg(ols) wvollstindige Mengen wvon FE-
Unifikatoren fir I's fir alle Lésungen o € cUg(I').

Dann ist die Menge {to | 7 € cUg(cl%),0 € cUg(I'1)} eine vollstindige
Lésungsmenge fiir das System aus beiden Gleichungen I'y U Iy

140



Wie wir bereits gesehen haben, ist es moglich, dal die Menge der allgemein-
sten Unifikatoren unendlich grof} ist (siche das Assoziativitatsbeispiel von oben).
Es kann sogar sein, daf} iiberhaupt keine Menge allgemeinster £-Unifikatoren exi-
stiert (Beispiel 12.4). D.h. die Forderung nach gleichzeitiger Vollstindigkeit und
Minimalitat konnen kann unvertriaglich sein.

12.2 Die Unifikationshierarchie

Eine der wichtigsten Aufgaben in der Unifikationstheorie ist es daher, fiir spezi-
elle Theorien oder gar ganze Klassen von Theorien Existenztheoreme zu finden:
Fiir die Theorie F oder die Klasse K von Theorien existiert fiir jedes Unifikati-
onsproblem stets eine Losungsbasis. Theorien F, fiir die gewisse Gleichungssy-
steme keine Losungsbasis besitzen, heiflen auch vom Unefikationstyp 0 . Man ist
dariiberhinaus daran interessiert, die Theorien, die nicht Typ 0 sind, zu klassi-
fizieren: Wenn einige Unifikationsprobleme unendliche Lésungsbasen haben, ist
die Theorie E vom Typ oo oder infinitdr. Wenn die Losungsbasen aller Glei-
chungssysteme endlich sind, dann ist £ vom Typ w oder finitdr,. Der beste Fall
ist, wenn alle Lésungsbasen einelementig sind; dann 1st £ vom Typ 1 oder unitdr.
Die letzteren sind insbesondere in der Praxis von Bedeutung, da auch bei einer
finitdren Theorie die Anzahl der allgemeinsten Unifikatoren beliebig gro8 werden
kann. Eine weitere Klassifikation kann man nach der Komplexitit des Entschei-
dungsproblems durchfithren: D.h. in welche Klasse féllt die Frage “Ist I bzgl
E unifizierbar?“ Die Hauptaufgabe in der “praktischen® Unifikationstheorie ist
es nun, fir spezielle Theorien Unifikationsalgorithmen zu entwickeln. Das sind
Algorithmen (oder Verfahren) die als Eingabe ein E-Unifikationsproblem erhal-
ten und eine - moglichst minimale - Menge von FE-Unifikatoren beziiglich der
speziellen Theorie E zuriickliefern.
Als Mindestvoraussetzung fiir eine Theorie stellt sich damit folgendes

Problem 1: (Unifizierbarkeitsproblem)
Ist die Unifizierbarkeit eines E-Unifikationsproblems in der gegebenen
Theorie entscheidbar?

DaB dies im allgemeinen nicht der Fall ist, zeigt die bekannte Unentscheidbarkeit
von Hilbert’s zehntem Problem: Gibt es ein Verfahren das die Losbarkeit einer
Polynomgleichung tiber den ganzen Zahlen (Diophantische Gleichung) entschei-
det? Antwort: nein. Fiir Implementierungen ist natiirlich dann auch die Frage
nach der Anzahl der zuriickgelieferten Unifikatoren relevant. Ob iiberhaupt ein
Algorithmus existieren kann oder nur ein Aufzdhlverfahren, folgt unmittelbar
aus der Lage der zu untersuchenden Theorie in der Unifikationshierarchie.

Problem 2: (Hierarchieproblem)
Welchen Unifikationstyp hat die gegebene Theorie?

SchlieBlich stellt sich die letzte Frage fast von allein: Existiert iiberhaupt ein
Algorithmus, der minimale Mengen von Unifikatoren berechnet bzw. aufzahlt?
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Hierbei wollen wir noch eine kleine Unterscheidung zwischen finitdren und infi-
nitdren Theorien treffen. Ein E-Unifikationsalgorithmus heifit typkonform, wenn
er eine Menge ¥ von E-Unifikatoren berechnet - oder aufzéhlt - mit:

— ¥ ist immer eine vollstdndige Menge von E-Unifikatoren

— der Algorithmus terminiert (mit endlichem ¥), falls eine endliche, vollstandi-
ge Lésungsmenge existiert

— W ist eine Losungsbasis, falls keine endliche, vollstindige Menge existiert.

Mit anderen Worten: Ein typkonformer Algorithmus berechnet immer eine end-
liche, vollstindige L&sungsmenge, falls eine solche existiert, oder er zdhlt ei-
ne unendliche, aber minimale auf. Natiirlich darf die Theorie dann nicht vom
Typ 0 sein. Insbesondere berechnen typkonforme Algorithmen fiir finitdre Theo-
rien immer endliche, vollstindige Mengen. Die Aufzdhlung einer unendlichen,
vollstandigen Menge wire nicht sehr sinnvoll, da die gesamte Lésungsmenge be-
reits vollstdndig und aufzéhlbar ist. Ideal sind natiirlich minimale Algorithmen,
die immer minimale, vollstandige Losungsmengen berechnen oder aufzihlen. Da-
mit ergibt sich

Problem 3: (typkonformer Algorithmus)
Gibt es fiir eine gegebene Theorie —die nicht vom Typ 0 ist — einen
typkonformen beziehungsweise einen minimalen Algorithmus?

12.3 Einige Resultate fiir spezielle Theorien

Wir geben eine tabellarische Ubersicht iiber einige Theorien, die bereits néher
untersucht wurden. Es sind dies im wesentlichen die durch folgende Axiome
definierten Theorien:
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A() ={f(z, fy,2)) = fF(f(z,y),2)}
c(f) ={flz,y) = fly, z)}
I(f) ={f(z,z) = z)}

Di(f,9)  =A{flg(w,9),2) = 9(f(x,2), f(y,2))}
Dr(f,g)  =A{f(z,9(y.2)) = 9(f(x,y), f(x,2))}
D(f.9)  =Di(f,9) VD (f9)

Invl(f,i,¢) :={[(i(x), x) = x}

Invr(f,i,e) = {[f(z,i(x)) = x}

Inv(f,i,e) = Inv(f,ie)UInv.(f 1 ¢€)

(leere Theorie; freie Funktion)

(Assoziativitit)
(Kommutativitat)
(Idempotenz)
(Links-Distributivitit)
(Rechts-Distributivitit)
(Distributivitit)
(Links-Inverse)
(Rechts-Tnverse)

(Tnverse)

NI(f,e) ={fle,z) =z}
Nr(f,e) ={f(z,e) =}

(Links-Neutrales)

(Rechts-Neutrales)

N(f,e) = Ni(f,e) UN.(f,¢€) (Neutrales)
Tv(f) ={f(f(x)) = =} (Tnvolution)
E(h, f) ={h(f(z1, .., 20)) = f(h(z1), ..., h(zn))} ( Endomorphismus)

AEh ) ={h(f(z1,...,2n)) = f(R(xn),..., h(z1))} (Anti-Endomorphismus)

Durch Kombinationen aus diesen Axiomen lassen sich bereits viele wichtige
mathematische Theorien aufbauen: Monoide (A U N), Gruppen (AU N U Inv)
und andere.

Spezielle Kombinationen, die in der Unifikationstheorie untersucht wurden,
sind zum Beispiel

AC(f) =A(f)uC(r)
AI(f) = A(f)UI(f)
ACI(f) = A(S)uC(f)UI(f)
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Folgende Tabelle spiegelt einige Eigenschaften dieser Theorien wider:

Theorie entscheidbar| Typ Algorithmus
) ja unitar minimal
A(f) ja infinitar typkonform
C(f) ja finitar typkonform
I(f) ja finitar typkonform
AC(f) ja finitar minimal
AI(f) ja 0 ?

D(f,9) ja infinitar typkonform*
D(f,9) UA(S) nein infinitar typkonform*
D(f,g) UAC(f) [|nein infinitar typkonform*
E(f,9) ja unitar minimal
H(f, 91,92) ja unitar minimal
Minus-Theorien |ja (in)finitar™|typkonform
Abelsche Gruppen|ja finitar minimal
Boolesche Ringe |ja unitar minimal
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12.4 Theorieresolution mit “compilierten Theorien“

Die Idee der compilierten Theorien ist, bestimmte Klauseln aus der Klauselmen-
ge herauszunehmen und durch eine spezielle Theorieresolutionsregel zu ersetzen.

Beispiel 12.17. Die Symmetrieklausel: —P(x,y), P(y,«) erlaubt, die beiden
unéren Klauseln P(a,b) und = P(b,a) durch zwei aufeinanderfolgende Resolu-
tionsschritte zu widerlegen. Viel einfacher ist es jedoch, einen Unifikationsalgo-

rithmus zu benutzen, der die Symmetrie direkt ausnutzt und dann mit einem
Schritt die Widerlegung findet.

Definition 12.18. Compilierte Theorieresolution. Sei C = {Ly,..., L,} eine
Klausel mit zwer Literalen, die nicht selbstresolvierend ist, d.h. nicht mit einer
Kopie von sich selbst resolviert. Dann ldfit sich daraus folgende Theorieresoluti-
onsregel erzeugen:

KV Ry L; und K; haben unterschiedliches Vorzeichen.
o ist simultaner Unifikator fir |L;|' = |K;|,i=1,...,n,
|oLy| = |o K]
loL,| = |o K,

K,V R, o'ist o eingeschrdinkt auf die Variablen in K1, ..., K,

o'(R1V ...V R,) (Theorieresolvente in der Theorie von C')

Beuspiel 12.19.

1. Sei C = {=P(z,y), P(y,z)} (Die Selbstresolvente? ist eine Tautologie und
kann daher ignoriert werden.)

P(a,2),Q(z) oc={x—a,y— bz b}

=P(b,a) o' ={z—b}

2. Sei C' = {~links(x,y), rechts(y, x)}

''|L| bedeutet L ohne Vorzeichen, d.h. den atomaren Anteil von L.
% Das Ergebnis der Resolution einer Klausel mit sich selbst (bzw. einer Kopie)
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links(a,2),Q(z) c={zx—a,y—bz—b}

—rechts(b, a) o ={z— b}

Q(b)
3. Sei C' = {-Vater(x,y), "Vater(y, z),Grossvater(z, z)}
Vater(Uli, Karl), S oc={x—Uli,y— Karl,z = Willi,u — Willi}
Vater(Karl, Willi), R o' = {u— Willi}

—Grossvater(Uli, u), Q(u)

S, R, Q(Willi)

Die Korrektheit des Verfahrens ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dafl
ein solcher Theorieresolutionsschritt sich in eine Folge von n einzelnen Resoluti-
onsschritten zerlegen 148t, die wiederum korrekt sind.

Vorteile des Verfahrens: Groéflere Schritte, zielgerichteteres Vorgehen.
Nachteile: Eventuell grofiere Verzweigungsrate im Suchraum und damit even-
tuell mehr Suche.

Das folgende Beispiel zeigt, was passieren kann wenn man die Forderung, daf}
die Klausel C' nicht selbstresolvierend ist, fallen 1483t.

Beispiel 12.20. Gegenbeispiel:

C = {=P(x), P(f(x))} Die Klauseln P(a) und =P(f(f(a))) sind zusam-
men mit C' unerfiillbar und auch widerlegbar mit normaler Resolution, je-
doch nicht mit der compilierten Theorieresolution: (Die Selbstresolventen sind:
(=P(@), PUF@))}, (=P (), UL, -

Mit der ersten Selbstresolvente wiirde es funktionieren. Dann funktionieren
aber andere Beispiele nicht.)

Es bleibt noch das Problem, wie man mehrere Klauseln gleichzeitig compi-
liert. Dafiir gilt:

Satz 12.21. Gegeben eine endliche konsistente Klauselmenge D, die alle ihre
Resolventen und Faktoren enthdlt. Dann kann man alle diese Klauseln einzeln
i eine Theorieresolutionsregel tibersetzen und erhdlt damit einen korrekten und
vollstindigen Kalkiil.

Beweis. Der Beweis geht ganz analog zum Vollstéandigkeitsbeweis fiir Resolution:
Man zeigt zuerst die Vollstandigkeit auf der (variablenfreien) Grundebene und
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“liftet“ dann die Schritte. Der einzige wesentliche Unterschied der sich ergibt,
ist der Basisfall in der “literal excess number“ Induktion (vgl. 5.5). In diesem
Fall ist die Menge der unéren Grund Klauseln Cy, nicht mehr notwendigerweise
allein dadurch widerspriichlich weil sie zwei komplementiare Klauseln enthilt,
sondern auch weil sie mit der Menge D zusammen widerspriichlich ist. Da D
vervollstandigt ist bzgl. Resolventen und Faktorenbildung, geniigt jedoch eine
Klausel A aus D, um mit der passenden Anzahl von undren Klauseln aus Cly,
zur leeren Klausel zu resolvieren. Diese Folge von Resolutionen 148t sich jetzt
als ein Theorieresolutionsschritt modulo A interpretieren. Der Rest des Beweises
geht ganz analog zur normalen Resolution. ad

Beispiel 12.22. Gegeben seien die Klauseln {P(x),Q(x)}
und  {-Q(y), R(y)}. Eine  daraus  vervollstindigte = Menge  ist:

{P(2), Q(2)}, {=Q(y), R(y)}, {=P(2), R(2)}}.

Jetzt kann man damit die folgende Klauselmenge widerlegen:

12.5 Resolution mit bedingten Klauseln (Constraints)

Die Idee der Theorieresolution kann man verallgemeinern zur Resolution mit ein-
geschrankten Quantoren oder auch Constraint-Resolution (siehe [Biir91]). Wenn
die Hintergrundtheorie eine Gleichungstheorie ist, dann ist es damit méglich
trotz einer groflen oder unendlichen Anzahl von Unifikatoren die Verzweigungs-
rate des Suchraumes klein zu halten, indem man andere Darstellungen fiir die
Menge der Unifikatoren wéhlt. Eine solche ist zum Beispiel das Gleichungssystem
selbst, das urspriinglich zu 16sen war.

Statt Klauseln nimmt man bedingte Klauseln bestehend aus einem Paar
(C,C) , wobei C eine Bedingung (constraint) ist und C' eine normale Klausel.
Wir wollen nur den einfachen Fall betrachten, dafi die Préddikate der Theorie
in dem Literalteil C' der Klauseln nicht vorkommen. Den Constraintteil kann
man sich als eine PLi-Formel vorstellen. Im Fall der Gleichungstheorien wire
zum Beispiel ein Gleichungssystem {x = f(y),g9(x) = g(y)} ein solche Bedin-
gung. Die logische Bedeutung einer verallgemeinerten Klausel (C, (') ist einfach
Y(V)(C = )3, wobei V die Menge aller in (C, C') freien Variablen ist. Klauseln,
deren Constraint-Anteil unerfiillbar ist, d.h. V(V)=C gilt, sind Tautologien. Um

s V(V) soll die Quantifikation iiber alle Variablen in V' bezeichnen
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diese Klauseln sicher zu erkennen, ist ein Entscheidungsverfahren fiir die Kon-
sistenz von Bedingungen erforderlich. Die leere Klausel ist (C, ), wobei € ein
konsistenter Constraint sein muf.

Ein (einfacher) bedingter Resolutionsschritt sieht dann wie folgt aus:
(C1,{L1} U Cy) und (Ca,{—L2} U C3) haben als Resolvente: (C; A C2 A {L1 =
L2}, C1 U (C5). Ein verallgemeinerter Resolutionsschritt schliefit die Faktorisie-
rung mit ein, indem statt L; und L, mehrere Literale gleichzeitig an der Reso-
lution teilnehmen kénnen.

Es sieht so aus, als sei Unifikation und Variableneinsetzung unnétig geworden.
Dies ist nicht der Fall. Man hat aber etwas gewonnen: um eine Resolutionsschritt
auszufiihren, braucht man nur zu testen, ob die zugehorige Bedingung konsistent
ist.

Die bedingte Resolutionsmethode ist am einfachsten und anschaulichsten fiir
sogenannte definite Theorien erster Ordnung, das sind Theorien, die mit einer
endlichen Hornklauselmenge (siehe Kapitel. 8) definiert werden kénnen. In die-
sen gilt, dafl die Bedingungen Losungen haben, die als (evtl. unendliche) Menge
von Substitutionen beschrieben werden kénnen. Eine etwas allgemeinere Formu-
lierung ist, daf die Theorie ein generisches Modell G hat, d.h. fiir jede Bedingung
C gilt G |= 3C gdw. fiir alle Modelle M : M = 3C. Fiir solche Theorien ist die

normale bedingte Resolution vollstandig:

Satz 12.23. Fir Theorien erster Ordnung mit generischem Modell kann allge-
meine bedingte Resolution aus jeder unerfilllbaren bedingten Klauselmenge die
leere Klausel ableiten.

Eine Theorie, die nicht definit ist, ist z.B. die durch PaV Pb definierte Theo-
rie. Den Begriff einer Losung fiir die Bedingung {P(x)} 148t sich nicht mehr
so formulieren wie man das fiir Unifikatoren gewohnt ist. Was man noch sagen
kann ist: {P(z)} ist dquivalent zu {x = a V & = b}. Dies kann man als “indefi-
nite Losung“ ansehen. Die Konsistenzbedingung fiir Bedingungen in indefiniten
Theorien ist nur, dafl die Bedingung in einem Modell konsistent ist. Fiir solche
Theorien gilt der folgende Vollstandigkeitssatz:

Satz 12.24. Fiir eine unerfillbare Menge von bedingten Klauseln lassen sich
mittels bedingter Resolution endlich viele leere Klauseln (C1,0),...,(Cy, 0} ab-
leiten, so daff die Konjunktion (C1 A...A(Cy unerfillbar ist, d.h. man hat einen
Widerspruch.

Fiir ein Deduktionssystem fiir bedingte Resolution bedeutet das, dafl nicht
nur eine leere Klausel zu suchen ist, sondern dafl viele leere Klauseln abzulei-
ten und zu sammeln sind und die Konjunktion der Constraints auf Erfiillbarkeit
zu testen. Bisher hat der allgemeine Fall der bedingten Resolution fiir indefi-
nite Theorien keine praktische Bedeutung erlangt. Implementierungen gibt es
jedenfalls noch keine.

Bewspiel 12.25. Sei  f ein assoziatives Funktionssymbol mit dem Axiom

flz, fly, 2)) = f(f(z,y), z) und sei folgende Klauselmenge gegeben:
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C1(0,Qf(a,b))
C2 (0,~Qx, Pf(x,y))
C3 (0, —~P(f(a, f(b,2)))

Bedingte Resolution auf C'2,2 und C'3 ergibt:

R1 ({f(z,y) = fa, £(b,2))}, ~Q()) Bedingung ist erfiillbar

RI+C1({f(x,y) < fla, f(b,2)),» = f(a,b)},0) Bedingung ist erfiillbar mit

{x = fla,b),y— z}

Hétte man assoziative Unifikation und Resolution verwendet, dann hétte man
eine Menge der allgemeinsten Unifikatoren von f(x,y) = f(a, f(b, z)) betrachten
miissen. Dies sind unter anderem: {z — a,y — f(b,2)}, {z — f(a,b),y— z},...

Mittels bedingter Resolution lassen sich auch ganzzahlige Arithmetik oder
dhnlich bekannte Theorien in einem Deduktionssystem verwenden. Dies sind
dann evtl. noch definite Theorien, aber sie sind nicht unbedingt erster Ordnung,
denn z.B. die Menge der natiirlichen Zahlen 148t sich nicht mit einer Theorie
erster Ordnung charakterisieren. Bei der bedingten Resolution tritt dann das
Problem auf, dafl die Konsistenz von Bedingungen moglicherweise nicht mehr
entscheidbar ist.

149



13 Erweiterungen der Pradikatenlogik

In diesem Kapitel werden Erweiterungen der Pradikatenlogik vorgestellt, die es
erlauben, einerseits bestimmte Sachverhalte einfacher, bzw. iiberhaupt auszu-
driicken und andererseits den Deduktionskalkiil anzupassen.

13.1 Mehrsortige Logiken

Es gibt syntaktische Varianten von PL,, die zwar nicht die prinzipielle Aus-
drucksfahigkeit erhéhen, aber eine kompaktere Darstellung von Formeln erlau-
ben ([Wal87,5589,Wei95,Wei96]). Damit ist in den einzelnen Unterausdriicken
mehr Information konzentriert, die dann von Kalkiilen ausgenutzt werden kann,
um sinnlose Aussagen zu erkennen und zu vermeiden. Die wichtigsten derartigen
Varianten sind die mehrsortigen Logiken. Die Grundidee dabei ist, nicht einfach
ein strukturloses Universum zu betrachten, sondern die Objekte in Klassen ein-
zuteilen. Aussagen werden nur fiir Objekte bestimmter Klassen formuliert und
sind fiir andere Objekte gar nicht definiert. Beispielsweise kénnte man Aussagen
iiber Menschen und iiber natiirliche Zahlen in einer mehrsortigen Logik so for-
mulieren, dafl die Behauptung, Sokrates und Napoleon seien teilerfremd, nicht
einfach wahr oder falsch, sondern sinnlos wire.

Dazu stellen mehrsortige Logiken zusitzlich zu den genannten Datenobjek-
ten noch eine Menge von Sorten zur Verfiigung. Die Sorten kénnen einfach eine
unstrukturierte Menge bilden (flache Sortenstruktur) oder durch eine partiel-
le Ordnung C, die Untersortenbezichung, geordnet sein (hierarchische Sorten-
struktur). Man wiirde etwa die Menge der Sortensymbole {Integer, Menschen}
flach und die Menge {Integer, Real, Complex} hierarchisch strukturieren. Die
zuldssige Struktur der Untersortenbeziehung, z.B. linear, baumférmig oder Halb-
verband hat Einflul auf die méglichen Einsetzungen fiir Variablensymbole und
beeinflufit daher die Konstruktion von Kalkiilen fiir die jeweilige spezielle Logik.

Die Signatur der Logik wird nun folgendermaflen erweitert: jedem
Konstanten- und Variablensymbol ist eine Sorte zugeordnet, Funktionssymbolen
werden Argument/ Ergebnissorten- Bezichungen mit der entsprechenden Stellig-
keit zugeordnet, Pradikatensymbolen die zulédssigen Argumentsorten. Beispiels-
welse spezifiziert

Geburtsjahr : Mensch — Integer

eine Funktion, die nur Argumente der Sorte Mensch zulait und dann ein Er-
gebnis der Sorte Integer liefert. Mit

+ : (Real x Real — Real
Real x Integer — Real
Integer x Real — Real

Integer X Integer — Integer
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charakterisiert man mehrere mogliche Beziehungen der Argumentsorten zu den
Ergebnissorten der Funktion +. Teilerfremd : Integer x Integer besagt, dafl
das Pradikatensymbol Teiler fremd nur Terme vom Typ Integer als Argument
akzeptiert.

Die Sorte eines zusammengesetzten Terms wird nun aus der Sortendeklara-
tion fiir das oberste Funktionssymbol und eventuell aus den Sorten der Unter-
terme berechnet. Ein korrekter Term Geburtsjahr(...) hat zum Beispiel immer
die Sorte Integer, wahrend die Sorte eines Terms +(. . .,...) von den Sorten der
Argumente abhéngt. Ein Term wie Geburtsjahr(+(...,...)) ist nicht sorten-
recht und daher verboten. Damit wird rein syntaktisch die Formulierung vieler
unsinniger Aussagen verhindert.

Dafl mehrsortige Logiken nicht wirklich ausdrucksstirker sind als unsor-
tierte, zeigt sich darin, daBl die gesamte Information iiber die Sorten in ein-
stellige Pradikate kodiert werden kann: Die Untersortenbeziechungen S C P
werden als Implikationen ausgedriickt: Yo : S(z) = P(z). Quantifizierungen
iber sortierte Variable Yz : S : F werden in die Form Yz : S(z) = F
iibersetzt, und die Argument/Ergebnissorten-Bezichungen der Funktionen f :
S1X...x S, = S lassen sich durch Formeln Va1 ...z, : S1(z1) A A Sy (2n) =
S(f(x1,...,2,)) beschreiben. Semantisch unsinnige Terme wie der oben erwahn-
te Term Geburtsjahr(+(...,...)) sind in dieser Form jedoch nicht ausgeschlos-
sen, deshalb setzten sich mehrsortige Logiken in der Praxis immer mehr durch.

Beuwspiel 13.1. Ein Beispiel, welches zeigt, wie per Resolution in unsortierer
Préadikatenlogik ziemlicher Unsinn abgeleitet werden kann:
Axiome:
Jeder Mensch, der Bananen ifit, lebt gesund. (Ob das stimmt oder nicht steht
hier nicht zur Diskussion)

Judy ist ein Affe und i3t Bananen
Tom 1st ein Mensch und i3t Bananen.

Kodierung in PLy:

Va : Mensch(z) A isst(z,Bananen) = lebtgesund(z)
Affe(Judy)

isst(Judy, Bananen)

Mensch(Tom)

isst(Tom, Bananen)

Klauselform:
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C'l : —Mensch(z), 7isst(x, Bananen), lebtgesund(x)
C2: Affe(Judy)

(3 : isst(Judy, Bananen)

(C'4 : Mensch(Tom)

Cb : isst(Tom, Bananen)

Jetzt ist z.B. eine Resolution mit C'1,2 und C'3 méglich. Die Resolvente ist:
—Mensch(Judy), lebtgesund(Judy).

Um damit weiterzuarbeiten, miifite man einen Resolutionspartner fiir
—Mensch(Judy) finden, d.h. eine Klausel mit einem Literal Mensch(Judy), was
offensichtlich in der intendierten Bedeutung nicht méglich ist. D.h. die Resol-
vente ist nutzlos. Um diese Resolution zu verhindern, mufl man die Variablen
typisieren (mit Sorteninformation versehen), so daf eine Einsetzung z — Judy,
wobel # die Sorte Mensch und Judy die Sorte Affe hat, verboten werden kann.

Jetzt zu den formalen Definitionen. Wir definieren eine einfache Variante von
Sortenlogik erster Ordnung: OSPL (Order Sorted Predicate Logic).

13.2 Syntax von OSPL

Wir halten uns an das Schema wie es auch in Kapitel 4.1 zur Definition von
PLq benutzt wurde. D.h. wir sagen zunéchst mal, was die Signatur, d.h. die
verwendeten Symbole sind. Im Unterschied zu unsortierten Signaturen nehmen
wir die Variablen diesmal mit in die (sortierte) Signatur auf.

Definition 13.2. Signaturen mit Sorten

FEine sortierte Signatur S besteht aus den Komponenten
(V,F,P,5,8,SD,FD,PD). V,F,P sind die Variablensymbole, Funktions-
symbole und Prddikatensymbole, so wie in Definition 4.1. Die weiteren
Komponenten sind:

— 5 st etne Menge von Sortensymbolen

— 8 :V — S ist eine Funktion, die jedem Variablensymbol eine Sorte zuordnet.

Meist schreibt man jedoch z.B. x : A anstelle von S(z) = A um zu sagen,

daff die Variable x die Sorte A hat.

SD st eine Menge von Untersortendeklarationen der Form RC S,

— FD st etne Menge von Sortendeklarationen fiir Funktionen. Eine Sorten-
deklaration fir Funktionen ist einfach ein Tupel t . S welches besagt, daff
alle Instanzen des Termst von der Sorte S sind, wobei nur Terme der Form
flz1, ..., 2n) mit verschiedenen x; zugelassen sind. Oft werden Deklaratio-
nen f(xy,...,2n) : S als f:S1 x...x S, = S geschrieben, wobei S; die
Sorte der Variable x; ist.
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— PD st eine Menge von Sortendeklarationen fiir Prdadikatensymbole. Sie ha-
ben die Form P :S] x ...x Sy, wobet die S; Sorten sind.

Wir nehmen an, daf§ das Gleichheitspriadikat immer vorhanden ist und dafl
die Deklarationen =: R x S fir alle Sorten R, S in PD sind, d.h. Gleichheit
ist fiir alle Sorten definiert. Fiir eine Signatur X, sei Cy die partielle Ordnung
auf S, die durch die reflexive und transitive Hiille der Untersortendeklarationen
gegeben ist.

Beuwspiel 13.3. Beispiel fiir eine sortierte Signatur:

Variablensymbole:  {z,y,2z,u,v,w...}

Funktionssymbole: {4, %, inv, o, Fido, Tweely, Vater},
arity(+) = arity(x) = 2, arity(inv) = 1, arity(Fido) = arity(c) =0
arity(Tweety) = 0, arity(Vater) =1

Pradikatensymbole: {<, gerade, brav, =}

Sortensymbole: {komplex, reell, nat, gaussch, Hund, Tier}

Sortenfunktion: S: S(x) = komplex, S(y) = reell, S(z) = nat, S(u) = Hund . ..

Untersorten: reell C komplex, gaussch C komplex nat C gaussch, nat C reell, Hund C Tier
Funktionen: o : nat

+ : komplex x komplex — komplex
reell x reell — reell
nat X nat — nat
* . komplex x komplex — komplex
reell x reell — reell
nat X nat — nat
tnv : komplex X komplex — komplex, . ..
Fido : Hund; Tweety : Tier;Vater : Hund — Hund . ..

Pradikate: gerade : nat; <: komplex x komplex;brav : Hund. ..
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Aus den Untersortendeklarationen ergibt sich z.B.:

komplex Cx komplex, ... (reflexive Hiille)
reell Cx komplex, . .. (war sowieso schon der Fall)
nat Cx komplex, . .. (transitive Hiille)

Meist stellt man das auch graphisch dar:

komplex Tier
reell gaussch Hund
nat

In der so definierten Signatur steckt Information, die man sonst explizit mit
Formeln ausdriicken miifite. Z.B. ist die Deklaration reell C komplex ausdriick-
bar in unsortiertem PL; mit Y : reell(z) = komplex(z).

Als néchstes miissen wir die Terme neu definieren. Dabei sollen Terme der Art
inv(Fido) oder Vater(x(o,0)) als “nicht wohlsortiert“ ausgesondert werden. Das
macht man, indem man positiv die Menge der wohlsortierten Terme definiert.
Die Idee dafiir 1st, von den Deklarationen fiir Terme auszugehen, die sind allemal
wohlsortiert, und daraus durch wohlsortierte Instantiierung weitere wohlsortierte
Terme zu generieren.

Definition 13.4. Wohlsortierte Terme Die Menge der wohlsortierten Terme
Ty 4 der Sorte A in der Signatur ¥ = (V,F, P,S5,8,5D,FD, PD) wird durch

folgende dret Regeln rekursiv konstruiert:

— 2 €Ty 4, falls S(z) Cx A.

— fle1,...2n) €ETx 4, falls mit 2; © S; und f: 51 x ... xS, > A€ FD und
RCx A

—tlr/z] €Ty a fallst €Ty a,r€Ts g undx € Vo : S sodaf RCx 5. *

Die Menge Ts aller wohlsortierten Terme dber X (X-Terme) erhdlt man als
Vereinigung:

Ty :U{TEVA | AES}

Die Sorte S(t) eines Termst ist die Sorte A mit kleinster Menge (als Men-
geninklusion) Tx 4, welches t enthdlt. Wenn diese Sorte nicht eindeutig ist, lie-
fert S(t) die Menge aller Sorten A, so dafft € T 4.

Manchmal schreibt man auch t : A, um auszudriicken, daff A die Sorte von
t ist.

* t[r/z] bedeutet, r fiir & in t einsetzen.
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Beuspiel 13.5. In der Signatur von Beispiel 13.3 ist:

Ts Hund = {Fido,Vater(Fido), Vater(Vater(Fido)), ...
u, Vater(u), Vater(Vater(u)), ...}

Ts Tier =15 Hund U {Tweety}

Ts nat = {0, 4(0,0),%(0,0),+(0, %(0,0)), ..,
z,+(z,2),+(0, 2),.. .}

Ts reei =15 nat Uiy, +(,9), .. .}

S(Vater(Fido)) = Hund

Im néchsten Schritt werden die zuléssigen Formeln definiert. Der Unterschied
zu PLq ist im wesentlichen, dafl die Sortendeklarationen fiir Pradikate benutzt
werden, um nicht wohlsortierte Atome wie z.B. brav(+(0, 0)) im obigen Beispiel
auszuschlieflen.

Definition 13.6. Wohlsortierte Formeln

Ein Atom P(t1,...,t,) ist wohlsortiert, falls t; € Ty g, fir i = 1,...,n und
P Sy x ... x5, istin X. Eine wohlsortierte Formel ist eine Formel, die mit
wohlsortierten Atomen und den logischen Junktoren und Quantoren — AV, =
, &, Y, 3 wie dblich gebildet wird. Wir schreiben Vo : A : F und dz : A F, um
anzuzergen, daff A die Sorte der Variablen x ist.

Beispiel 13.7. In der Signatur von 13.3 sind die Formeln < (o,0),Vx
komplex :< (x,z) wohlsortiert, wiahrend < (Fido, Tweety), brav(o) Vx :
komplex : brav(z) nicht wohlsortiert sind.

13.3 Semantik von OSPL

In Abschnitt 4.2 haben wir die Semantik von PL; iiber X-Algebren und X-
Homomorphismen definiert. Mit den Erweiterungen von OSPL gegeniiber P4
mufl man auch die Definitionen von X-Algebren und »-Homomorphismen ent-
sprechend anpassen. Insbesondere benétigen wir in der Semantik Gegenstiicke
zu den Sortensymbolen, Untersortendeklarationen und Deklarationen fiir Terme
und Pradikatensymbolen.

Wir verzichten hier auf weitergehende Formalisierung und geben nur die
Idee an: die Sortensymbole als Teilmengen der Trigermenge zu interpretieren,
die Untersortenbeziehungen als Teilmengenbeziehungen und die Deklarationen
im wesentlichen als Einschrankungen iiber Definitions- und Wertebereiche von
Funktionen aufzufassen. Das heifit, daf Interpretationen und Modelle der Sorten-
signatur angepafite Bedingungen erfiillen miissen. Eine wichtige Einschrankung
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ist, daf die Einsetzungen fiir Variablen deren Sorte entsprechen mufl. D.h. wenn
z : A, dann darf nur ein Element d aus dem Domain fiir « eingesetzt werden,
das zur Menge D, gehort. Dies betrifft zum Beispiel die Variablen die durch
Quantoren gebunden sind. Die Definitionen der Relation der Erfiillbarkeit die
gleiche wie im unsortierten Fall.

13.4 Relativierung

Das erste was sich Logiker fragen, wenn sie mit einer neuen Logik konfrontiert
sind, ist, ob diese neue Logik wirklich ausdrucksstarker ist als schon vorhandene,
d.h. ob man darin Sachverhalte ausdriicken kann, die man in anderen Logiken,
insbesondere einfacher Préadikatenlogik, prinzipiell nicht ausdriicken kann.

Wenn der Verdacht besteht, dafl das nicht der Fall ist, kann man diese Ver-
mutung dadurch bestitigen, dafl man eine korrekte und vollstindige Methode
angibt, Formeln dieser Logik in eine andere Logik zu iibersetzen (zu relativie-
ren). Korrekt und vollstandig heifit in diesem Zusammenhang, daf eine erfiill-
bare Formel der Ausgangslogik in eine erfiillbare Formel der Ziellogik iibersetzt
wird (Korrektheit) und umgekehrt, wann immer die tibersetzte Formel erfiillbar
ist, ist auch die Ausgangsformel erfiillbar (Vollstandigkeit). Solche Ubersetzer
bezeichnet man auch manchmal als konservative Transformationen.

Hat man einen Ubersetzer dieser Art definiert, dann kann man im Prinzip auf
einen Kalkiil in der neuen Logik verzichten. Man iibersetzt in die Ziellogik und
beweist die iibersetzte Formel. Dann weis man, dafl die urspriingliche Formel
ebenfalls giiltig ist. Ob diese Vorgehensweise zweckméBig ist, hdngt von prakti-
schen Gesichtspunkten ab - wie effizient die Kalkiile sind, ob Implementierungen
von Beweisern zur Verfiigung stehen, usw. Fiir OSPL geben wir jetzt eine Uber-
setzung in unsortierte Pradikatenlogik an. Sie zeigt einerseits dafl OSPL nicht
wirklich ausdrucksstarker ist als PLq, und erlaubt andererseits die Kalkiile zu
vergleichen. (Fiir OSPL wird ein Kalkiil noch nachgeliefert.) Die Ubersetzung
in PLy wird bewuflt ausfiithrlich betrachtet, weil der Mechanismus prototypisch
fiir weitere Ubersetzungsverfahren ist, die Formeln nichtklassischer Logiken in
Pridikatenlogik iibersetzen. In diesen Fillen benutzt man dann die Ubersetzung,
um mit Resolution auf den iibersetzten Formeln zu operieren.

Definition 13.8. Ubersetzer: OSPL — PL;)

Gegeben eine OSPL-Spezifikation (X, F), d.h. eine OSPL Signatur X zusammen
mit einer Menge F von geschlossenen Formeln tiber X, dann besteht ein Uberset-
zer, der diese OSPL-Spezifikation in eine PLy Spezifikation (X', F') dbertrdgt,
aus drei Teilen:

Usig tbersetzt die OSPL-Signatur in eine PLq-Signatur,
Ueigr generiert aus der OSPL-Signatur PLi-Formeln und

Uy tbersetzt die Formeln.
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Sie sind folgendermafen definiert:

Usigr Set ¥ = (V,F,P,S5,8,SD,FD,PD) eine OSPL Signatur. Dann ist
Uig(Z) = (F,PU{A" | A € S}). Es ist arity(A’) = 1. (d.h. aus jedem

Sortensymbol wird ein einstelliges Prddikatensymbol gemacht.)

lpsig,F:

Wy p(Z) = {¥a : A(x) = B(z) | AC B € SD}

UVay, . ccon(Ar(z) A oo A Ap(n)) = A(f(21, .o o2)) | floer, .. oxn) t A€ FDY

Die Deklarationen fir Prddikatensymbole werden nicht tbersetzt.

Wx: Die Ubersetzung von Formeln wird rekursiv iber die Formelstruktur defi-
niert:

Basisfall:

Us(L) = L falls L ein Atom ist.
Rekursionsfdlle:

Us(-F) = Ux(F)

Vs (FQG) =Ugn(F)A¥s(G),Q € {V,A, =, &}

Up(Ve: A: F)=Va: A(x) = Ux(F)

Up(Fe: A: F)=3z: A(x) NP (F)

Insgesamt ergibt sich also: W(EX,F) = (Uysig(X), Usigr( D) U{Tg(F) | F €
F1.

Beispiel 13.9. Fiir eine Ubersetzung von OSPL in PL,
Wir nehmen im wesentlichen wieder die Signatur aus 13.3:
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Variablensymbole:  {z,y,2z,u,v,w...}

Funktionssymbole: {4, %, inv, o, Fido, Tweely, Vater},
arity(+) = arity(x) = 2, arity(inv) = 1, arity(Fido) = arity(c) =0
arity(Tweety) = 0, arity(Vater) =1

Pradikatensymbole: {<, gerade, brav, =}

Sortensymbole: {komplex, reell, nat, gaussch, Hund, Tier}

Sortenfunktion: S: S(x) = komplex, S(y) = reell, S(z) = nat, S(u) = Hund . ..

Untersorten: reell C komplex, gaussch C komplex nat C gaussch, nat C reell, Hund C Tier
Funktionen: o : nat

+ : komplex x komplex — komplex
reell x reell — reell
nat X nat — nat
* . komplex x komplex — komplex
reell x reell — reell
nat X nat — nat
tnv : komplex X komplex — komplex, . ..
Fido : Hund; Tweety : Tier;Vater : Hund — Hund . ..

Pradikate: gerade : nat; <: komplex x komplex;brav : Hund. ..

Als rein formale Ubung iibersetzen wir folgende Formeln:
F =A{Vax: komplex3z : nat : (x(x,2) = z A brav(Fido) = Alter(Fido) = z)}
Es ergibt sich: ¥,;,(X) = ({z,y, z, u, v, w.. .}, {4, *, inv, 0, Fido, Alter}, {<

, gerade, brav, =, komplex, reell, nat, gaussch, Hund, Tier}).

Die Stelligkeiten {iibertragen sich: arity(komplex) = arity(reell) =
arity(gaussch) = arity(Hund) = arity(Tier) = 1.
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Usig(Z) = {Va : reell(x) = komplex(z),
Va : gaussch(x) = komplex(z),
Va : nat(x) = gaussch(z),
Va @ nat(x) = reell(z),
Vo : Hund(z) = Tier(z),
nat(o),
Va,y : komplex(x) A komplex(y) = komplex(+(z,y)),
Va,y: reell(z) Areell(y) = reell(+(x,y)),
Y,y : nat(x) Anat(y) = nat(+(z,y)),
Y,y : komplex(x) A komplex(y) = komplex(x(xz,y)),
Y,y : reell(z) A reell(y) = reell(x(z,y)),
Y,y : nat(x) Anat(y) = nat(x(z,y)),
Va,y : komplex(x) = komplex(x(x, inv(z))),
Hund(Fido),
Vi : Hund(x) = nat(Alter(z))}.

Die Formel wird folgendermaflen iibersetzt:

Vs (Ve : komplex © Az : nat(x(x, ) = z Abrav(Fido) = Alter(Fido) = z))
=V : komplex(x) = ¥x (32 : nat(x(x,z) = z A brav(Fido) = Alter(Fido) = z))
=V : komplex(z) = 3z : nat(2) AN¥s((x(x, ) = z Abrav(Fido) = Alter(Fido) = z))
=Vakomplex(x) = Jznat(z) A (x(z,2) = 2z A brav(Fido) = Alter(Fido) = z)
In diesem Beispiel sind also aus einer OSPL-Formel 16 P Li-Formeln gewor-

den. Das deutet darauf hin, daf} es besser sein kénnte, mit der OSPL- Formel zu
arbeiten.
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Um die Korrektheit und Vollstindigkeit der Ubersetzung zu beweisen,
miissen wir zeigen, dafl jede erfiillbare Spezifikation in eine erfiillbare Spezifi-
kation tibersetzt wird (und umgekehrt).

Satz 13.10. (Korrektheit und Vollstindigkeit der Ubersetzung von
OSPL in PL,)

Sei 8§ = (X, F) eine OSPL-Spezifikation und §' = (X', F') die tibersetzte Pl
Spezifikation.

Dann ist S erfiillbar gdw. 8’ erfiillbar ist.

Den Beweis bietet keine echte Schwierigkeit. Er ist etwas ldnglich, da viele
Fille und Details beachtet werden miissen, und beide Richtungen gezeigt werden
miissen.

Die Korrektheit sichert, daBl wenn eine iibersetzte Spezifikation widerlegt
worden ist, auch die Originalformel unerfiillbar ist. D.h. Beweis durch Uber-
setzen und Widerlegen der negierten Behauptung ist ein korrektes Verfahren.
Um nachzuweisen, dafl die Methode auch immer funktioniert miissen wir noch
die Vollstandigkeit nachweisen, d.h. zeigen, dafl Modelle fiir iibersetzte Formeln
auch immer die Existenz von Modellen fiir die Originalformeln sicherstellen.

Konsequenzen aus den Vollstdndigkeits- und Korrektheitsbeweisen fiir die
Ubersetzung in P L sind:

— OSPL ist als Logik dquivalent zu P L;. Daher kann man bestimmte Resultate
wie Kompaktheit direkt iibertragen.

— Formeln in OSPL sind i.a. erheblich kiirzer und intuitiver als die entspre-
chenden Formeln in PL;.

Daher kann man viele Sachverhalte in OSPL wesentlich besser ausdriicken. Au-
Berdem ist zu erwarten, dafl der Kalkiil in OSPL effizienter ist.

13.5 Klauselnormalform fiir OSPL

Auf dem Weg zu einem Resolutionskalkiil ist der erste Schritt die Herstellung der
Klauselform. Bis auf eine Ausnahme funktioniert das wie in PL;. Die Ausnahme
ist die Skolemisierung.

Definition 13.11. Skolemisierung in OSPL
Eine OSPL Formel Vay . Ay .. Ve, : Apde : A . F wird folgendermaflen skole-

masiert:
Vay Ay Vgt Apde t AF > Vet Ay Ve s ApFle — fler, ..., 2p)]
und folgende Funktionsdeklaration wird der Signatur hinzugefigt:
f A x...xA, > A

Der Beweis fiir die Korrektheit der Skolemisierung ist genau wie in PL; (Theo-
rem 4.28). Die Korrektheit der Funktionsdeklaration ist offensichtlich. Da die
Sorte des neuen Terms f(z1,...,2,) gleich der Sorte der Variablen # ist, garan-
tiert die Funktionsdeklaration, dafl die neue Formel Flz — f(x1,...,%,)] auch
wohlsortiert 1st.
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13.6 Unifikation

Zunichst wird ein allgemeiner Unifikationsalgorithmus fiir OSPL vorgestellt und
dann werden Optimierungen fiir speziellere und fiir eingeschriankte Sortenstruk-
turen besprochen.

Wir geben einen Algorithmus an, der fiir verniinftige sortierte Signaturen
korrekt und vollstéandig ist:

Definition 13.12. gutartige sortierte Signatur
Sei fsort die Relation auf den Sorten, definiert als: fsort(S1,...,5:) = S gdw.
S1 X ... xS, = S eine Funktionsdeklaration ist. Folgendes sei erfillt:

— L st eine partielle Ordnung auf den Sorten

die kleinste Sorte eines Terms ist eindeutig bestimmdt.
— fsort ist eine (partielle) Funktion.

Wenn fiort auf (S1,...,Sn) definiert ist und (S7,...,5,) E (S1,...,50),
dann ist ist fsort auch auf (S}, ..., S)) definiert.

— fsort ist monoton auf den Sorten.

Dann 1st die sortierte Signatur gutartig.

Definition 13.13. Unifikationsalgorithmus Ug fiir gutartige Signatu-
ren:

Eingabe: zwei Terme oder Atome sy und tg:

Ausgabe: “nicht unifizierbar “ oder eine Aufzdhlung der allgemeinsten Unifika-
toren:

Zustiande auf denen der Algorithmus operiert: Eine Menge I' von Gleichungen.

Initialzustand: Iy = {s¢ = to}.

Unifikationsregeln:
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- (Dekomposition)
Sl—tla asn;tnap
- njih ; t bl ’tn ’F TN
z=flon, )2 = flh - ) (Dekomposition)
$:f(t1a atn)asl—tla" ,Snztn,F
T
? ﬁ’ (Tautologie)
Zy I
r=9 wenn S(y) C S(x) (Ersetzung)
v=y {e—ytl’
t=ux T
- L tg Vv (Orientierung)
x=t1
r=y, I . L
—_— falls S(x) C S(y) (Variablenorientierung)
y=uz,1
v=y, I . ) .
————— =z neumit S(z) C S(x),S(2) C S(y) (Variablenabschwdchung)
r=z,y=2z,1
= f(t tn), I
L . It ta), z; neu mit S(x;) = S(t;) (Auffalten)
= flx1,...,2n), [
= oo xn), I
~ z = fla, ~ 2 Zn), ~ (Termabschwdchung)
r = f(yla"'ayn)axl iy1a~~~$n = ynaF
falls S(f(z1,...,2n)) Z S(x). y; new mit S(y;) C S(t)
Abbruchbedingungen:
=g(..), T
I ) ) Fagig ) wenn [ # g (Clash)
A laF(CLLIDITE ~ = (o) d.-h. Zyklus gefunden: (occurs check)
Fazil
(x=y)er Variablenabschwdchung nicht anwendbar
(x = fley, .. 2n)) €T Termabschwdchung nicht anwendbar
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Die Verzweigungsregeln sind: Termabschwdichung und Variablenabschwdidchung.
Die Steuerung ist nicht-deterministisch. Start ist mit I'y. Am giinstigsten st es,
mit hoher Prioritit die Stmplifikationsregeln zu verwenden: Dekomposition, Tau-
tologie, Ersetzung, Orientierung, Auffalten. Die Suche wird nicht-deterministisch



in Breitensuche durchgefithrt. Wenn eine Gleichungen {a =, = g} er-
zeugt wird, auf die keine Regel mehr anwendbar st und keine Abbruchbedingung
zutrifft, wird die Substitution {x; — t; } als Unifikator ausgegeben.

Bemerkung 13.14. Die Anwendungsregel kannoptimiert werden indem man die
Beschrankung auf wohlsortierte Substitutionen aufgibt. Die Vorgehensweise ist
dann, zundchst Unifikation ohne Beachtung der Sorten durchzuifithren, und da-
nach erst die Sorten anhzupassen. Es konnen dabei zwischendurch nicht wohlsor-
tierte Terme auftreten. Das wird wieder ausgeglichen, da eine Gleichung = = ¢,
die fiir die Anwendungsregel benutzt wird, nur dann gel6st ist, wenn die Sorte
von t kleiner oder gleich der Sorte von z ist. Das kann durch die Abschwichungs-
regeln erreicht werden.

Beuwspiel 13.15. Wir geben zunéchst Beispiele, die die einzelnen Regeln illustrie-
ren.

1. Sorten: N C R

t:N=y:R

— y: R=x: N (Variablenorientierung)

—{y— 2}
2. Sortenstruktur:
Student Berufstétige
berufstatiger Student

z : Student = y : Berufstitig
— & = z,y = z : berufstitiger Student (Variablenabschwichung)
—{zw—z,y— 2z}

4. Sorten: nat C reell
Funktionsdeklarationen:

plus : reell x rell — reell

nat X nat — nat
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z:nat = plus(u : reell, v : reell)

— @ :nat = plus(uy, v1),u = uy : nat,v = vy : nat (Termabschwichung)

Bei den hier betrachteten gutartigen Sortenstrukturen haben alle Unifikati-
onsprobleme nur endlich viele allgemeinste Unifikatoren.

Jetzt, wo wir wissen wie die Unifikation funktioniert kénnen wir auch Re-
solutionsbeweise fithren. Der Unterschied in der Performanz wird verdeutlichen
an einem Beispiel, das man einmal unsortiert und einmal sortiert rechnet. Es
handelt sich um das als Schuberts Steamroller bekannte Beispiel.

Beuwspiel 13.16. Schuberts Steamroller
Zunéachst die unsortierte Variante:

set(ur_res).
assign(max_mem,1500).
assign(max_seconds, 1800).
set(free_all_mem).

formula_list(axioms).

(all
(all
(all
(all
(all
(all
(all
(all

(all
(all
(all
(all
(all
(all
(all
(all
(all
(all

X

X

(Wolf(x) -> animal(x))).

(Fox(x) -> animal(x))).

(Bird(x) -> animal(x))).

(Caterpillar(x) -> animal(x))).

(Snail(x) -> animal(x))).

(Grain(x) -> plant(x))).

(animal(x) -> ((all y (plant(y) -> eats(x,y)))

((animal(z) & Smaller(z,x) & (exists u (plant(u) & eats(z,u))))
-> eats(x,z)))))).

all y ((Caterpillar(x) & Bird(y)) -> Smaller(x,y))).

all y ((Snail(x) & Bird(y)) -> Smaller(x,y))).

all y ((Bird(x) & Fox(y)) -> Smaller(x,y))).

all y ((Fox(x) & Wolf(y)) -> Smaller(x,y))).

all y ((Bird(x) & Caterpillar(y)) —-> eats(x,y))).

(Caterpillar(x) -> (exists y (plant(y) & eats(x,y))))).

(Snail(x) -> (exists y (plant(y) & eats(x,y))))).

all y ((Wolf(x) & Fox(y)) -> -eats(x,y))).

all y ((Wolf(x) & Grain(y)) -> -eats(x,y))).

all y ((Bird(x) & Snail(y)) -> -eats(x,y))).

—-(exists x exists y (animal(x) & animal(y) & eats(x,y) &

(all z (Grain(z) -> eats(y,z))))).

end_of_list.
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Der Beweis dazu benétigt 70 Resolutions+ Faktorisierungs-schritte
Eine Version mit Sorten hat folgende Sortenstruktur:

animal
Wolf Fox Bird Caterpillar Snail

Mit einem Trick wurde der OTTER Beweiser dazu gebracht auch mit Sor-
ten umzugehen. Der Beweis bendtigt nur noch 18 Schritte ist und ist sehr viel
schneller.

13.7 Optimierungen der Unifikation in OSPL

Die Unifikation in nicht gutartigen Sortenstrukturen ist unentscheidbar und in-
finitdr. Aber auch bei gutartigen kann die Komplexitit hoch sein und die Uni-
fikation umsténdlich. Weitere Einschriankungen, die zu besseren Algorithmen
fithren, sind:

Man 148t nur Halbverbénde als partielle Ordnung der Sortenhierarchie zu.
Halbverbénde bedeutet in unserem Zusammenhang, dafl es fiir je zwei Sorten
maximal eine gréfite gemeinsame Untersorte gibt. D.h. zwei Sorten haben ent-
weder einen glb oder keine gemeinsame Untersorte.

In diesem Fall kann man die Variablenabschwichung eindeutig durchfiihren.

t:R=y:S—e=z:Ty=z:T

wobei T' = glb(R, S) ist. Wenn der glb nicht existiert, kann man abbrechen.

Die Unifikation kann unitdr (d.h. mgu ist eindeutig) werden, wenn in der
Signatur gilt, daBl zusétzlich die Termabschwichung immer auf eindeutige Weise
ausgefithrt werden kann

14 Im WWW verfiigbare Deduktionssysteme

Einige Emailadressen von Beweissystemen: bzw. weitere Verweise:

— Otter: http://www-unix.mes.anl.gov/AR/otter/

— EQP: http://www-unix.mcs.anl.gov/AR/EQP/

— SPASS: http://www.mpi-sb.mpg.de/units/ag2/projects/SPASS/

— TPTP: http://www.cs.jecu.edu.au/ tptp/ http://wwwjessen.informatik.tu-
muenchen.de/ tptp/
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